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Celem niniejszej pracy było napisanie programu, któ-
rym spróbowaliśmy sprawdzić hipotezę postawioną przez
Yaroslav’a Shitov’a w artykule [3]. Mówi ona, że pierścień
Mn(Z2) jest nil-clean stopnia 4 dla wszystkich n > 8.
Byliśmy świadomi, że tak naprawdę jej nie udowodnimy.
Mieliśmy nadzieję potwierdzić ją dla pierwszych n bądź
znaleźć kontrprzykład.

Pierwszy rozdział zawiera wprowadzenie oznaczeń oraz
definicji niezbędnych do zrozumienia pracy. Zamieścili-
śmy w nim kilka przykładów dla lepszego zrozumienia
materiału.

W kolejnych rozdziałach omawiamy macierze idem-
potentne i nilpotentne. Później wyznaczaliśmy je w pro-
gramie, dlatego uznaliśmy, że warto wcześniej przytoczyć
ich własności.

Rozdział piąty został poświęcony dokładnej analizie
artykułu [3].

W ostatnim rozdziale skupiliśmy się na programie.
Na samym początku omówiliśmy szkic działania progra-
mu, czyli w jaki sposób postanowiliśmy zaprogramować
poszczególne etapy. Następnie przeszliśmy do opisu jego
działania. Dość dużo czasu poświęciliśmy optymalizacji
programu, dlatego też praca zawiera dość obszerny pod-
rozdział zawierający kolejne etapy zmian. Po wprowa-
dzeniu modyfikacji mogliśmy zacząć obliczenia i wycią-
gnąć wnioski.

Do pracy są również załączone dodatki w postaci ta-
bel zawierających informacje o pierścieniach Mn(Z2) dla
n ∈ {1, 2, 3, 4, 5} oraz kodu programu.
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1 Wprowadzenie pojęć

Ten rozdział poświęciliśmy wprowadzeniu oznaczeń
używanych w pracy, jak i definicji potrzebnych do zro-
zumienia jej treści.

1.1 Oznaczenia

W poniższej pracy używane są następujące oznacze-
nia:

• R - pierścień,

• A,B,C, . . . - elementy pierścienia,

• I - macierz jednostkowa,

• In - macierz jednostkowa wymiaru n× n,

• Θ - macierz zerowa,

• Θm×n - macierz zerowa wymiaru m× n,

• ~x - wektor,

• PA(λ) - wielomian charakterystyczny macierzy A,

• N+ - dodatnie liczby naturalne.
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1.2 Definicje

W tym podrozdziale przypomnieliśmy definicje pod-
stawowych elementów, które występują w dalszej części
pracy. Zrobiliśmy to w oparciu o książkę [5].

Definicja 1.2.1. Zbiór R z dwoma działaniami wewnętrz-
nymi oznaczanych symbolami + i · nazywamy pierście-
niem, jeżeli:

1. R z działaniem + jest grupą abelową,

2. R z działaniem · jest półgrupą,

3. oba działania powiązane są ze sobą prawami roz-
dzielności:
∀A,B,C ∈ R A · (B + C) = A ·B +A · C,
∀A,B,C ∈ R (A+B) · C = A · C +B · C.

Przykład 1.2.1. Zbiór liczb całkowitych z działaniami
dodawania i mnożenia jest pierścieniem.

Definicja 1.2.2. Regularnym pierścieniem macie-
rzowym nazywamy każdy pierścień macierzowy nad pier-
ścieniem całkowitym z transpozycją. Macierzą regu-
larną nazywamy każdą macierz z regularnego pierście-
nia macierzowego.

Definicja 1.2.3. Elementem idempotentnym nazy-
wamy element pierścienia R, który spełnia warunek

A2 = A. (1)
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Przykład 1.2.2. Macierz[
3 1
−6 −2

]
jest elementem idempotentnym w pierścieniu macierzy
2×2 o elementach z pierścienia liczb całkowitych, ponie-
waż[

3 1
−6 −2

]2
=

[
9− 6 3− 2
−18 + 12 −6 + 4

]
=

[
3 1
−6 −2

]
.

Przykład 1.2.3. W pierścieniu macierzy 2×2 nad licz-
bami rzeczywistymi elementami idempotentnymi są ma-
cierze następującej postaci:[

0 0
0 0

]
,

[
1 0
0 1

]
,

[
0 0
c 1

]
,

[
1 0
c 0

]
,

[
1− d b
d−d2
b d

]
,

gdzie c, d - dowolne liczby rzeczywiste oraz b - dowolna
liczba rzeczywista różna od zera.

Dowód. W ogólnym przypadku potęga macierzy 2 × 2
nad liczbami rzeczywistymi wygląda następująco:[

a b
c d

]2
=

[
a2 + bc ab+ bd
ac+ cd bc+ d2

]
.

Aby macierz była idempotentna, spełniona musi być:[
a b
c d

]
=

[
a2 + bc ab+ bd
ac+ cd bc+ d2

]
.

Powyższą równość można przekształcić do układu rów-
nań: 

a2 + bc = a
ab+ bd = b
ac+ cd = c
bc+ d2 = d

.
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Rozwiązanie tego układu da nam następujące macierze:[
0 0
0 0

]
,

[
1 0
0 1

]
,

[
0 0
c 1

]
,

[
1 0
c 0

]
,

[
1− d b
d−d2
b d

]
,

gdzie c, d - dowolne liczby rzeczywiste oraz b - dowolna
liczba rzeczywista różna od zera.

W dalszej części pracy pokazaliśmy, jak wygląda sy-
tuacja w przypadku liczb zespolonych.

Definicja 1.2.4. Elementem k-nilpotentnym
(k ∈ N+) (wymiennie: element nilpotentny) nazywamy
każdy element pierścienia R taki, że

Ak = 0 ∧ (k = 1 ∨ (k > 2 ∧Ak−1 6= 0)). (2)

Przykład 1.2.4. Macierz[
3 −3
3 −3

]

jest elementem nilpotentnym (dwunilpotentnym) w pier-
ścieniu macierzy 2 × 2 o elementach z pierścienia liczb
całkowitych, ponieważ[

3 −3
3 −3

]2
=

[
9− 9 −9 + 9
9− 9 −9 + 9

]
=

[
0 0
0 0

]
.
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Przykład 1.2.5. Macierz
0 1 2 3
0 0 4 5
0 0 0 6
0 0 0 0


jest elementem nilpotentnym (4-nilpotentnym) w pier-
ścieniu macierzy 4 × 4 o elementach z pierścienia liczb
całkowitych, ponieważ

0 1 2 3
0 0 4 5
0 0 0 6
0 0 0 0


2

=


0 0 4 17
0 0 0 24
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,


0 1 2 3
0 0 4 5
0 0 0 6
0 0 0 0


3

=


0 0 0 24
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,


0 1 2 3
0 0 4 5
0 0 0 6
0 0 0 0


4

=


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
Definicja 1.2.5. Pierścień nazywamy nil-clean stopnia
k, jeśli każdy element R ∈ R może być zapisany w posta-
ci R = P + Q, gdzie P jest elementem idempotentnym
(P 2 = P ) i Q jest elementem co najwyżej k-nilpotentnym
(Qk = 0, gdzie k - najmniejsza dodatnia liczba naturalna
z taką własnością).
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Definicja 1.2.6. Sumą prostą macierzy nazywamy
macierz blokowodiagonalną z blokami A1, A2, . . . , As na
przekątnej:

A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕As =


A1 Θ · · · Θ

Θ A2
. . .

...
...
. . . . . . Θ

Θ · · · Θ As

 .

Dla przypomnienia:
Rzędem macierzy nazywamy maksymalną liczbą

liniowo niezależnych wektorów będących wierszami (lub
kolumnami) tej macierzy.

CorankM = n−r nazywamy co-rzędem macierzy
Mn×n, gdzie r to rząd macierzy.

Śladem macierzy nazywamy sumę elementów na
głównej przekątnej macierzy kwadratowej.

Macierzą osobliwą nazywamy macierz, której wy-
znacznik jest równy zero.
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2 Macierze idempotentne

Ten rozdział poświęciliśmy własnościom macierzy idem-
potentnych o współczynnikach zespolonych. Korzystali-
śmy głównie z książki [5].

Twierdzenie 2.0.1. Jeśli macierz A jest idempotentna,
to

∀n ∈ N+ An = A

Dowód. Dowód wynika z definicji macierzy idempotent-
nej 1.2.3 przez zastosowanie indukcji zupełnej.

Twierdzenie 2.0.2. Jeżeli A jest macierzą o współczyn-
nikach zespolonych i jest idempotentna, to wtedy idem-
potentne są również

1. Ā (sprzężenie macierzy A),

2. AT (transpozycja macierzy A),

3. AH (sprzężenie hermitowskie macierzy A).

Uwaga 2.1. W przypadku ciał skończonych transpozy-
cja macierzy idempotentnej jest macierzą idempotentną.

Dowód. 1. A jest idempotentna, dlatego

A2 = A.

Do obu stron stosujemy sprzężenie

AA = A / ¯

i otrzymujemy
AA = Ā.

Korzystając z własności AB = ĀB̄ dostajemy

ĀĀ = Ā.
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Stąd
(Ā)2 = Ā.

Dowód. 2. A jest idempotentna, dlatego

A2 = A.

Do obu stron stosujemy transpozycję

AA = A / T

i otrzymujemy

(AA)T = AT .

Korzystając z własności (AB)T = BTAT dostaje-
my

ATAT = AT

Stąd
(AT )2 = AT .

Dowód. 3. A jest idempotentna, dlatego

A2 = A.

Do obu stron stosujemy sprzężenie hermitowskie

AA = A / H

i otrzymujemy

(AA)H = AH .

15



Korzystając z własności (AB)H = BHAH dostaje-
my

AHAH = AH .

Stąd
(AH)2 = AH .

Twierdzenie 2.0.3. Jeśli A jest macierzą idempotentną
nad dowolnym ciałem wymiaru n × n, to wtedy In − A
również jest macierzą idempotentną.

Dowód. Oznaczmy

B = In −A.

A jest macierzą idempotentną, czyli A2 = A. Policzmy
B2.

B2 = (In −A)(In −A) = InA− InA+A2 =

= In − 2A+A = (In −A) = B

Pokazaliśmy, że B2 = B, co oznacza że B jest macierzą
impotentną, czyli In−A jest macierzą idempotentną.

Twierdzenie 2.0.4. Jedyną macierzą odwracalną nad
Mn×n, która jednocześnie jest macierzą idempotentną,
jest macierz jednostkowa.

Dowód. Jeśli A jest idempotentna, to

A2 = A.

Mnożymy obie strony przez A−1

A2 = A / ·A−1

i otrzymujemy
A = I.
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Własności:

1. Jeśli macierzA jest idempotentna, to macierz CAC−1

(C - dowolna macierz nieosobliwa) też jest idem-
potentna.

Dowód. Pokażemy, że (CAC−1)2 = CAC−1. Za-
czniemy od rozpisania potęgi

(CAC−1)2 = CAC−1CAC−1.

Korzystając z C−1C = I dostajemy:

CAC−1C︸ ︷︷ ︸
I

AC−1 = CAAC−1 = CA2C−1.

Ponieważ A jest idempotentem, to

A2 = A.

Dlatego
CA2C−1 = CAC−1.

Stąd
(CAC−1)2 = CAC−1.

2. ∀n ∈ N+ In jest macierzą idempotentną.

Dowód. Kwadrat macierzy jednostkowej równa się
macierzy jednostkowej, dlatego In jest macierzą idem-
potentną.
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3. Wartości własne macierzy idempotentnej wynoszą
jeden lub zero.

Dowód. Załóżmy, że λ jest wartością własną ma-
cierzy A. Wtedy istnieje wektor własny ~x taki, że
A~x = λ~x. A jest idempotentem, dlatego zachodzi
A2 = A. Stąd mamy

λ~x = A~x = A2~x = A(A~x) = A(λ~x) = λ(A~x) =

= λ(λ~x) = λ2~x.

Pokazaliśmy, że λ~x = λ2~x. Zatem

0 = λ2~x− λ~x = (λ2 − λ)~x.

Ponieważ ~x jest wektorem własnym, jest niezerowy,
dlatego (λ2−λ) = 0. Rozwiązaniami tego równania
są λ = 0 oraz λ = 1.

4. Wielomian charakterystyczny macierzy idempotent-
nej ma postać

PA(λ) = (1− λ)iλj .

Dowód. Wynika to wprost z własności 3.

5. Każdą macierz idempotentną można sprowadzić do
postaci: (

In Θn×m
Θm×n Θm×m

)
przy pomocy diagonalizacji, czyli jako macierz sprzę-
żoną do macierzy wyjściowej.

Dowód tej własności znajdziemy w artykule [4] (Le-
mat 1 podpunkt (iii)).
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3 Macierze nilpotentne

Ten rozdział poświęciliśmy własnościom macierzy nil-
potentnych o współczynnikach zespolonych. Korzystali-
śmy głównie z książki [5].

Twierdzenie 3.0.1. Jeśli macierz A jest k-nilpotentną,
to

∀n > k An = Θ

Dowód. Wynika wprost z definicji.

Twierdzenie 3.0.2. Jeżeli A jest macierzą o współczyn-
nikach zespolonych i jest nilpotentną, to wtedy nilpotent-
ne są również

1. Ā (sprzężenie macierzy A),

2. AT (transpozycja macierzy A),

3. AH (sprzężenie hermitowskie macierzy A).

Uwaga 3.1. W przypadku ciał skończonych transpozy-
cja macierzy nilpotentnej jest macierzą nilpotentną.

Dowód. 1. A jest nilpotentem, dlatego Ak = Θ.
Do obu stron stosujemy sprzężenie

Ak = Θ / ¯

i otrzymujemy
Ak = Θ.

Korzystając z własności AB = ĀB̄ dostajemy

(Ā)k = Θ
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Dowód. 2. A jest nilpotentem, dlatego Ak = Θ.
Do obu stron stosujemy transpozycję

Ak = Θ / T

i otrzymujemy
(Ak)T = Θ.

Korzystając z własności (AB)T = BTAT dostaje-
my

(AT )k = Θ.

Dowód. 3. A jest nilpotentem, dlatego Ak = Θ.
Do obu stron stosujemy sprzężenie hermitowskie

Ak = Θ / H

i otrzymujemy.

(Ak)H = Θ.

Korzystając z własności (AB)H = BHAH dostaje-
my

(AH)k = Θ.

Przykład 3.0.1. Ciekawym przykładem macierzy nil-
potentnych są macierze postaci:

a1 a1 · · · a1
a2 a2 · · · a2
...

...
...

...
an−1 an−1 · · · an−1

n−1∑
i=1
−ai

n−1∑
i=1
−ai . . .

n−1∑
i=1
−ai


.
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Ustalmy n = 3, a1 = 1, a2 = 2. Wtedy: 1 1 1
2 2 2
−3 −3 −3


2

=

=

 1 + 2− 3 1 + 2− 3 1 + 2− 3
2 + 4− 6 2 + 4− 6 2 + 4− 6
−3− 6 + 9 −3− 6 + 9 −3− 6 + 9

 =

=

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Własności:

1. Jeśli macierzA jest nilpotentna, to macierz CAC−1

(C - dowolna macierz nieosobliwa) też jest nilpo-
tentna.

Dowód. Pokażemy, że (CAC−1)k = Θ. Zaczniemy
od rozpisania potęgi

(CAC−1)k = CAC−1CAC−1 · · ·CAC−1

Korzystając z C−1C = I dostajemy

CAC−1C︸ ︷︷ ︸
I

AC−1 · · ·CAC−1 =

= CAAC−1C︸ ︷︷ ︸
I

AC−1 · · ·CAC−1 =

= CA2AC−1C︸ ︷︷ ︸
I

AC−1 · · ·CAC−1 = · · · = CAkC−1
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A jest nilpotentem, dlatego Ak = Θ. Stąd

CAkC−1 = Θ.

2. Każda macierz trójkątna z zerami na przekątnej
jest nilpotentna.

Dowód. Wartościami własnymi macierzy trójkąt-
nej są elementy znajdujące się na głównej prze-
kątnej ([6]). Niech A jest macierzą górnotrójkąt-
ną (analogicznie dla dolnotrójkątnej) z zerami na
przekątnej. Wtedy wielomian charakterystyczny ma
następującą postać:

PA(λ) = det(λI−A) = λn.

Każda macierz jest pierwiastkiem wielomianu cha-
rakterystycznego (Twierdzenie Cayleya-Hamiltona),
stąd:

PA(A) = An = 0.

Co dowodzi, że A jest nilpotentna.

22



3. Każda macierz nilpotentna jest osobliwa.

Dowód. Nie wprost.
Niech A będzie macierzą k-nilpotentną. Wtedy:

Ak = Θ. (3)

Załóżmy, żeA jest nieosobliwa. Wtedy istniejeA−1.
Rozważmy:

(A−1)n ·An = I. (4)

Podstawiając (3) do (4) otrzymujemy:

Θ = I,

co daje sprzeczność. Dlatego macierz A musi być
osobliwa.

4. Każda macierz nilpotentna jest sprzężona z macie-
rzą górnotrójkątną z zerami na przekątnej.
Dowód tej własności możemy znaleźć we wstępie
artykułu znajdującego się na stronie internetowej
[7].

5. Ślad macierzy nilpotentnej jest równy zeru.

Dowód. Ślad macierzy sprzężonej do macierzy A
jest taki sam, jak ślad macierzy A, ponieważ:

tr(CAC−1) = tr(CC−1A) = tr(A).

Z własności 5 wiemy, że każda macierz nilpotentna
jest sprzężona z macierzą górnotrójkątną z zerami
na przekątnej. Stąd ślad macierzy nilpotentnej jest
równy zeru.
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6. Jeśli macierz A jest nilpotentna, to r ·A (wielokrot-
ność macierzy) też jest nilpotentna.

Dowód. A jest nilpotentem, dlatego Ak = Θ. Ma-
my:

r ·Ak = r ·Θ = Θ

7. Jeśli macierz A jest nilpotentna, to Ar (potęga ma-
cierzy) też jest nilpotentna.

Dowód. A jest nilpotentem, dlatego Ak = Θ. Ma-
my:

(Ar)k = (Ak)r = (Θ)r = Θ

8. Wszystkie wartości własne macierzy nilpotentnej
wynoszą zero.

Dowód. Załóżmy, że λ jest wartością własną ma-
cierzy A. Wtedy istnieje wektor własny ~x taki, że
A~x = λ~x. Niech A będzie k-nilpotentem. Stąd
Ak = Θ i Ak−1 6= Θ. Wówczas

0 = Ak~x = Ak−1(A~x)
(a)
= Ak−1(λ~x) = λAk−1~x

(a)
=

λAk−2(A~x) = λ2Ak−2~x =
= · · · = λk~x

Ponieważ ~x jest wektorem własnym, jest niezerowy.
Dlatego λk = 0, czyli λ = 0.
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9. Wielomian charakterystyczny macierzy nilpotent-
nej ma postać

PA(λ) = λi.

Dowód. Wynika to wprost z własności 8.

10. Jeśli macierz jest nilpotentna i diagonalizowalna,
to jest macierzą zerową.

Dowód. Niech A będzie macierzą nilpotentną i dia-
gonalizowalną. Wtedy istnieją odwracalna macierz
C i diagonalna macierz D takie, że PAP−1 = D.
Wartości na głównej przekątnej macierzy D są war-
tościami własnymi A, a z własności 8 wiemy, że
wszystkie wartości własne wynoszą zero, dlatego
D = Θ. Rozwiązując równanie PAP−1 = D dla
A, dostajemy A = Θ.
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4 Równania macierzowe a elementy
idempotentne

Ten rozdział poświęciliśmy na pokazaniu związku po-
między równaniami macierzowymi a elementami idem-
potentnymi w M2(C).

W artykule [2] możemy znaleźć metody rozwiązywa-
nia równań wielomianowych następujących postaci:

• f(X) = 0,

• Xn = αI,

• f(X) = A,

gdzie f(X) to wielomian o współczynnikach zespolonych,
X jest niewiadomą macierzą, zaś A macierzą kwadrato-
wą stopnia 2.

Przy omawianiu równań postaci f(X) = 0, rozważa-
my następujące twierdzenie:

Twierdzenie 4.0.1. Jeśli Y =

[
x y
z t

]
jest macierzą

o współczynnikach zespolonych i o wyznaczniku równym
zero, to Y n = (x+ t)n−1Y .

Dowód znajdziemy w artykule [2].
W rozdziale 1.2 pokazaliśmy, jak wyznaczyć macierze

idempotentne wymiaru 2 × 2 o współczynnikach rze-
czywistych. Korzystając z powyższego twierdzenia mo-
żemy wyznaczyć macierze idempotentne wymiaru 2 × 2
o współczynnikach zespolonych.
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Przykład 4.0.1. Wszystkie macierze idempotentne wy-
miaru 2× 2 o współczynnikach zespolonych to:

I,Θ,

[
1+
√
1+4cb
2 b

c 1 + 1−
√
1+4cb
2

]
,

dla dowolnych b, c ∈ C.

Dowód. Aby wyznaczyć macierze idempotentne wymia-
ru 2×2, musimy rozwiązać równanie macierzowe A2 = A,

gdzie A =

[
a b
c d

]
, a, b, c, d ∈ C.

Jeśli det(A) 6= 0, wtedy macierz A jest odwracalna.
Równanie A2 = A mnożymy obustronnie przez element
odwrotny A i otrzymujemy A = I.

Jeśli det(A) = 0, to możemy skorzystać z twierdzenia
4.0.1 i wtedy otrzymamy
A2 = (a+ d)A = A. Stąd a+ d = 1 lub A = Θ.

Dla a+ d = 1 mamy:

A =

[
a b
c 1− a

]
.

Wiemy, że det(A) = 0:

det(A) = det

([
a b
c 1− a

])
= a− a2 − c · b = 0,

dlatego musimy rozwiązać równanie −a2 + a− cb = 0:

a1 =
1 +
√

1 + 4cb
2

, a2 =
1−
√

1 + 4cb
2

,

gdzie symbol pierwiastka rozumiemy w sensie zespolo-
nym.
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Stąd mamy :

A =

[
1+
√
1+4cb
2 b

c 1 + 1−
√
1+4cb
2

]
,

dla dowolnych b, c ∈ C.
Podsumowując, macierzami idempotentnymi wymia-

ru 2× 2 są:

I,Θ,

[
1+
√
1+4cb
2 b

c 1 + 1−
√
1+4cb
2

]
,

dla dowolnych b, c ∈ C.
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5 Stopień nil-clean pierścieniaMn(Z2)

Ten rozdział poświęciliśmy zagadnieniu stopnia nil-
clean pierścienia Mn(Z2).

J. Šter w publikacji [1] pokazał, że Mn(Z2) jest pier-
ścieniem nil-clean stopnia co najwyżej 4. Natomiast
Y. Shitov w artykule [3] udowodnił następujące twier-
dzenie:

Twierdzenie 5.0.1. Suma prosta nieparzystej liczby ma-
cierzy

C =


0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1


nie może być sumą macierzy idempotentnej i 3-nilpotentnej
nad Z2.

Dowód. Niech P , Q - macierze nad F2 spełniające
P 2 = P i Q3 = Θ.
Weźmy sumę prostą nieparzystej liczby macierzy C ta-
kiej jak w twierdzeniu i oznaczmy ją przez

⊕
C.

Obliczmy wielomian charakterystyczny C:

PC(λ) = λI− C =


λ 0 0 1
1 λ 0 0
0 1 λ 0
0 0 1 λ− 1

 = λ4 + λ3 + 1.

Stąd mamy:
C4 + C3 + I = Θ. (5)

Ponieważ
⊕
C jest sumą prostą nieparzystej liczby ma-

cierzy C, jej wielomian charakterystyczny ma następu-
jącą postać:

P⊕C(λ) = (λ4 + λ3 + 1)s,
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gdzie s - ilość wziętych bloków. Ponieważ rozważamy ma-
cierze nad Z2 oraz s jest nieparzysta, to

P⊕C(λ) = λ4 + λ3 + 1.

Dlatego (⊕
C
)4

+
(⊕

C
)3

+ I = Θ. (6)⊕
C jest elementem pierścieniem nil-clean, czyli może-

my zapisać go w postaci⊕
C = P + Q. Podstawiając do równania (6) otrzymu-

jemy:
(P +Q)4 + (P +Q)3 = I. (7)

Rozpisując równanie (7) oraz uwzględniając założenia
P 2 = P , Q3 = Θ, możemy uprościć je do:

PQPQ+QPQP +PQ2P +Q2PQ+QPQ2+PQP = I.
(8)

Oznaczmy α := corankP .
P możemy sprowadzić do postaci (własność 5 o macier-
zach idempotentnych):

P =

(
I Θ
Θ Θ

)
.

Zapiszmy Q w postaci blokowej za pomocą zmiany bazy:

Q =

(
Q1 Q2
Q3 Q4

)
.

Bloki w prawym dolnym rogu dla obu macierzy są wiel-
kości α × α. Wyliczając kolejno składniki równania (8)
po podstawieniu P i Q w nowej postaci otrzymujemy:

PQPQ =

(
Q21 Q1Q2
Θ Θ

)
,
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QPQP =

(
Q21 Θ
Q3Q1 Θ

)
,

PQ2P =

(
Q21 +Q2Q3 Θ

Θ Θ

)
,

Q2PQ =

(
Q31 +Q2Q3Q1 Q21Q2 +Q2Q3Q2
Q3Q

2
1 +Q4Q3Q1 Q3Q1Q2 +Q4Q3Q2

)
,

QPQ2 =

(
Q31 +Q1Q2Q3 Q21Q2 +Q1Q2Q4
Q3Q

2
1 +Q3Q2Q3 Q3Q1Q2 +Q3Q2Q4

)
,

PQP =

(
Q21 +Q2Q3 Θ

Θ Θ

)
.

Jeśli weźmiemy pod uwagę bloki w prawy dolnym
rogu, to otrzymamy:

Q3Q1Q2 +Q4Q3Q2 +Q3Q1Q2 +Q3Q2Q4 = Iα,

2Q3Q1Q2 +Q4Q3Q2 +Q3Q2Q4 = Iα,

(Q3Q2)Q4 +Q4(Q3Q2) = Iα. (9)

Jeśli obliczymy ślad macierzy w (9), to pokażemy, że α
jest parzysta:

tr((Q3Q2)Q4 +Q4(Q3Q2)) = tr(Iα).

Z własności tr(A+B) = tr(A) + tr(B) otrzymujemy:

tr((Q3Q2)Q4) + tr(Q4(Q3Q2)) = tr(Iα).

Ponieważ tr(AB) = tr(BA), to:

tr((Q3Q2)Q4) + tr((Q3Q2)Q4) = tr(Iα),

2tr((Q3Q2)Q4) = tr(Iα),
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0 = tr(Iα).

Aby ślad macierzy Iα był równy zero, α musi być
parzysta.

Teraz policzymy ślad całej macierzy. Z własności
tr(A+B) = tr(A) + tr(B) mamy:

tr(P +Q) = tr(P ) + tr(Q).

Q jest macierzą nilpotentną, a to oznacza, że jej ślad
jest równy zeru. Stąd

tr(P ) + tr(Q) = tr(P ).

Wymiar macierzy P jest parzysty. Pokazaliśmy, że
prawy dolny róg jest wymiaru parzystego, stąd ilość je-
dynek w macierzy P jest parzysta. Dlatego

tr(P ) = 0,

a jest to niemożliwe ponieważ P + Q jest sumą prostą
nieparzystych liczby kopi C.

Artykuł Y. Shitova kończy się następującym przy-
puszczeniem:

Hipoteza 5.1. Pierścień Mn(Z2) jest nil-clean stopnia
4 dla wszystkich n > 8.
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6 Program sprawdzający, czy pierścień
jest nil-clean

Aby sprawdzić przypuszczenie postawione w ostat-
nim rozdziale, napisaliśmy program, który przy zadanym
n (wymiarze macierzy) oraz k (stopniu nil-clean), wy-
znacza wszystkie elementy idempotentne i k-nilpotentne,
a następnie sprawdza, czy ich sumy tworzą cały pierścień
Mn(Z2).

6.1 Szkic działania programu

Pierwszym problemem, jaki mieliśmy do rozwiąza-
nia, było wyznaczenie wszystkich macierzy w pierścieniu
Mn(Z2). Rozwiązaliśmy go przy użyciu kombinacji. Wy-
obraźmy sobie, że elementy macierzy numerujemy kolej-
nymi liczbami naturalnymi zaczynając od zera kończąc
na n2 − 1:

0 1 · · · n− 1
n n+ 1 · · · 2n− 1
...

...
...

...
n2 − n n2 − n+ 1 · · · n2 − 1

 . (10)

Na przykład dla macierzy 3 × 3 mamy następującą
numerację: 0 1 2

3 4 5
6 7 8

 . (11)

Następnie wyznaczamy kombinacje ze zbioru
{0, 1, . . . , n2 − 1} kolejno zero, jedno, dwu, . . . ,
n2-elementową.

Kolejnym krokiem jest stworzenie macierzy. Bierze-
my macierz zerową zadanego wymiaru, a następnie dla
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każdej kombinacji wstawiamy w odpowiednie miejsca je-
dynki w następujący sposób: jeśli i-ta liczba występuje
w danej kombinacji, to na i-tym miejscu macierzy (patrz
(10)) wstawiamy jedynkę.

Na przykład w pierścieniuM3(Z2) kombinacja {0, 5, 8}
da nam macierz: 1 0 0

0 0 1
0 0 1

 . (12)

W ten sposób otrzymujemy wszystkie możliwe ma-
cierze z pierścienia Mn(Z2).

Teraz możemy przejść to wyliczania kolejnych potęg
każdej z macierzy i sprawdzania, czy jest ona macierzą
idempotentną bądź k-nilpotentną.

Pamiętając, że J. Šter w [1] udowodnił, że Mn(Z2)
jest pierścieniem nil-clean stopnia co najwyżej 4, możemy
wyznaczać macierze nilpotentne dla k nie większego niż
4.

Wówczas liczymy sumy wyznaczonych macierzy idem-
potentnych i nilpotentnych. Żeby zyskać na czasie i wy-
dajności, nie sumujemy macierzy, ale stosujemy sumę
wykluczającą na reprezentujących ich kombinacjach. To
znaczy tworzymy nową kombinację, w której występują
niepowtarzające się elementy z pierwszej i drugiej kom-
binacji. Jest to równoznaczne dodawaniu macierzy w Z2.

Na przykład suma kombinacji {0, 1, 5, 7, 8} z kombi-
nacją {1, 6, 7} daje nam {0, 5, 6, 8}.

Na sam koniec ze zbioru sum wyznaczonych macierzy
idempotentnych i nilpotentnych usuwamy powtarzające
się elementy. Jeśli liczba elementów wyznaczonego zbioru
jest równa ilości wszystkich macierzy danego wymiaru,
to oznacza, że sprawdzany pierścień jest nil-clean stop-
nia nie większego niż zadane k. Aby mieć pewność, że
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jest stopnia dokładnie k, należy uruchomić program po-
nownie dla k−1. Jeśli rezultatem będzie zbiór równolicz-
ny ze zbiorem wszystkich macierzy danego wymiaru, to
znaczy, że pierścień jest nil-clean stopnia nie większego
niż k − 1. Jeśli rezultatem będzie zbiór o mniejszej ilo-
ści elementów, to oznacza, że sprawdzany pierścień jest
nil-clean stopnia k.
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6.2 Działanie programu

Program po uruchomieniu wyświetli nam informację
o sobie, a następnie poprosi o wprowadzenie liczb n i k:

Rysunek 1: Program po uruchomieniu.

Po wprowadzeniu wybranych liczb dostaniemy nastę-
pujący rezultat:

Rysunek 2: Program po wprowadzeniu n=3, k=3.
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Program jest odporny na wprowadzanie błędnych da-
nych:

Rysunek 3: Odporność programu na błędnie wprowadza-
ne dane.

6.3 Problem pamięci

Niestety całkiem szybko możemy otrzymać komuni-
kat:

Rysunek 4: n = 5, k = 2 (MemoryError).

który jest wyłapaniem MemoryError. W przypadku
n = 6 taki error występuje już przy wyznaczaniu kombi-
nacji :
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Rysunek 5: n = 6, k = 2 (MemoryError).

6.4 Optymalizacja programu

Ze względu na MemoryError, optymalizacja progra-
mu na samym początku skupiła się na rozwiązaniu pro-
blemu pamięci.

Pierwszym pomysłem było podzielenie wyznaczania
macierzy na kroki. Pierwotna wersja programu wyliczała
wszystkie kombinacje ze zbioru {0, 1, . . . , n2−1} kolejno
zero, jedno, dwu, . . . , n2-elementowe, a następnie two-
rzył z nich macierze i z nich wyznaczał macierze idem-
potentne i nilpotentne.

Modyfikacja 1 robiła to w krokach, gdzie w i-tym
kroku zostają wyznaczone kombinacje i-elementowe, na-
stępnie są zamienione na macierze, z których wyznacza-
ne są macierze idempotentne i nilpotentne. Z kolejnym
krokiem w pamięci przechowywane były macierze idem-
potentne i nilpotentne, a kombinacje i macierze zostały
zastąpione nowymi. Dodatkowo była wyświetlana infor-
macja o tym, który krok jest właśnie wykonywany oraz
na jakim etapie jest.
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Po uruchomieniu programu:

Rysunek 6: Modyfikacja 1.

Teraz mogliśmy zobaczyć, jak długo są wykonywane
poszczególne etapy.

Tym sposobem możemy dowiedzieć się, że w pierście-
niu M5(Z2) istnieje 20834 macierzy idempotentnych oraz
6976 k-nilpotentnych, gdzie k ∈ {1, 2}. Niestety zsumo-
wanie ich wszystkich i porównanie ze sobą znowu zwraca
MemoryError.

Kolejna próba połączyła od razu dwa nowe pomysły,
by jak najlepiej usprawnić program:

• skorzystanie z faktu, że funkcja combinations wy-
znacza kombinacje z wykorzystaniem generatora.
Do tej pory ∀i ∈ {0, 1, · · · , n2} budowaliśmy pełną
tablicę zawierającą wszystkie kombinacje
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i-elementowe przy wykorzystaniu wbudowanej funk-
cji, która zwraca je naraz. Teraz generator będzie
zwracał je po jednej, co znacznie oszczędzi pamięć
i pozwali funkcji wywołującej generator korzystać
z danych od razu już od pierwszych elementów).

• zapisywanie macierzy do pliku (dzięki temu nie bę-
dą musiały być przechowywane w pamięci). Wy-
dłuży to znacznie czas działania programu, jednak
ważne jest uzyskanie rezultatu nawet, jeśli będzie
to zajmować więcej czasu.

Modyfikacja 2 zwracała nam trzy pliki zawierające
kolejno elementy idempotentne, nilpotentne i ich sumy.

Rysunek 7: Pliki zwracane przez program.
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Następnie program pobierał kolejno linie z pliku sum
i zwracał liczbę niepowtarzających się linii.

Rysunek 8: Modyfikacja 2.

Jak się spodziewaliśmy, czas pracy został znacznie
wydłużony. Postanowiliśmy spróbować napisać funkcję,
która będzie mnożyła macierze w postaci kombinacji za-
miast zamieniać je na tablicę tablic. Wyglądała ona na-
stępująco:

def mnozMacierzeWPostaciKombinacji(A,B,n):
C=list()

for s in range (0,n):
for k in range (0,n):
suma=0
for r in range(0,n):
iteratori=0
iteratorj=0
for i in range (iteratori,len(A)):
for j in range (iteratorj,len(B)):
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if ((A[i]==s*n+r)and(B[j]==r*n+k)):
suma+=1
iteratori=i
iteratorj=j
break

if(suma%2==1):
C.append(s*n+k)

C=tuple(C)
return C

Niestety taka funkcja zawiera w sobie aż 5 zagnież-
dżonych pętli for, co zamiast skrócić czas pracy, jeszcze
bardziej go wydłużyło. Dlatego modyfikacja 3 nie przy-
niosła pożądanych rezultatów.

W tym momencie postanowiliśmy zasięgnąć opinii
osób pracujących z językiem Python. Dowiedzieliśmy się,
że macierze z biblioteki NumPy działają szybciej niż
zwykłe tablice tablic, a co więcej mniej obciążają pamięć.
W ten sposób powstała kolejna modyfikacja (czwarta).
Niestety plik przechowujący całe macierze całkiem szyb-
ko stawał się zbyt duży, by móc go otworzyć. Modyfikacja
5 korzystała z mnożenia macierzy z wykorzystaniem bi-
blioteki NumPy, jednak do pliku zapisywała kombinacje
i to je później dodawała z sobą.

Ta wersja była dotychczas najbardziej optymalna,
niestety nadal występowały problemy. Pierwszy polegał
na tym, że plik bardzo szybko zaczynał być dużych roz-
miarów, więc nie nie mógł zostać otworzony.
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Rysunek 9: Brak możliwości otwarcia pliku ze względu
na jego rozmiar.

Program dalej działał, mógł pobierać wartości i wy-
konywać na nich działania, jednak traciliśmy w ten spo-
sób możliwość zobaczenia zawartości pliku, a co więcej
potrzebowaliśmy dużo miejsca na dysku. Ponadto osta-
tecznie wszystkie linijki pliku sum są pobierane przez
program, by zliczyć ilość unikatowych elementów, co szyb-
ko zwraca błąd pamięci.

Potencjalnym rozwiązaniem problemu wielkości two-
rzonych plików, było traktowanie macierzy jako liczbę
binarną i zamienianie jej na system dziesiętny. Wszystkie
liczby z przedziału < 0, 2n

2−1 > zamieniliśmy na system
binarny (zostawały one uzupełnione zerami z przodu,
tak by długość każdej wynosiła n2). Następnie zmieniali-
śmy te liczby na macierze wymiaru n×n. W ten sposób
otrzymaliśmy cały pierścień Mn(Z2). Następnie spraw-
dzaliśmy, które z nich są nilpotentne i idempotentne. Do
plików zapisywaliśmy liczby w postaci dziesiętnej. Dzięki
wbudowanemu operatorowi logicznemu XOR dodawanie
macierzy było bardzo proste. Funkcja ta działa na licz-
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bach w systemie dziesiętnym, więc wystarczyło pobrać
liczby z pliku, skorzystać z alternatywy wykluczającej,
a wynik zapisać do pliku sum. W ten sposób powstała
modyfikacja 6.

Pierwsza próba była bardzo obiecująca, gdyż dla war-
tości n = 4, k = 4 wielkość pliku znacznie zmalała.

Rysunek 10: Porównanie wielkości plików. Po lewej mo-
dyfikacja 5, a po prawej modyfikacja 6 dla n = 4 oraz
k = 4.

Niestety wielkość pliku jest sporo mniejsza tylko dla
małych n. Po wprowadzeniu wartości n = 5, k = 4 ob-
liczenia zostały przerwane po dwóch dniach ze względu
na brak dostępnego miejsca na dysku, z czym nie spo-
tkaliśmy się w przypadku modyfikacji 5. Plik miał aż
54, 9GB.
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Rysunek 11: Wielkość pliku modyfikacji 6 dla n = 5,
k = 4.

Ostatecznie postanowiliśmy wykorzystać bazy danych,
które są przystosowane do przechowywania i wykonywa-
nia działań na dużej liczbie wartości. Z użyciem klucza
prywatnego nie musimy się już martwić o powtarzające
się sumy, gdyż baza danych nie pozwoli nam dodać po-
wtarzających się wartości. Tym sposobem wystarczy od-
czytać ilość elementów poszczególnych tablic i nie trzeba
się martwić usuwaniem powielonych elementów. Dodat-
kowo mniej elementów oznacza mniejszą wielkość pliku.
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Modyfikacja 7 była już ostateczną. Korzystała z:

• kombinacji (wyznaczanie macierzy)

• biblioteki NumPy (mnożenie macierzy),

• bazy danych (przechowywanie macierzy idempo-
tentnych, nilpotentnych i ich sum).

6.5 Obliczenia i wnioski

Po wszystkich modyfikacjach, obliczenia zostały prze-
niesione na komputery uczelniane. Dzięki temu równo-
cześnie mogły się wykonywać obliczenia dla różnych n
i k, co znacznie przyśpieszało otrzymywanie wyników.
Pierwsze rezultaty można było zobaczyć po kilku sekun-
dach, następne po paru minutach. Jednak w przypadku
n = 5 i k = 4 wynik mogliśmy spisać po ponad 56 godzi-
nach. Tak duża różnica czasu działania programu wynika
z drastycznie wzrastającej liczby wykonywanych działań.
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n = 4, k = 4 n = 5, k = 4
Ilość macierzy

do wyznaczenia:
65 536 33 554 432

Ilość macierzy
podniesionych
do potęgi 2:

1 117 27 809

Ilość macierzy
podniesionych
do potęgi 3:

1 260 104 160

Ilość macierzy
podniesionych
do potęgi 4:

63 159 433 422 463

Ilość sum: 3 284 992 8 825 615 744

Tabela 1: Porównanie ilości wykonywanych działań.

Co prawda obliczenia dla n = 6 nie zakończyły się
w czasie trzydniowych obliczeń, jednak nie wystąpił Me-
mory Error. Mogliśmy zobaczyć, że zużycie pamięci jest
bardzo niskie. Postanowiliśmy kontynuować obliczenia
przez najbliższe 5 dni i dodatkowo uruchomić program
dla n ∈ {8, 9, 10} oraz k = 3. Jeśli dla którychś z tych
liczb wynik dałby całą grupę, to wiedzielibyśmy, że hi-
poteza jest błędna. O badaniu większych n miał zadecy-
dować fakt, czy w czasie 5 dni program zakończy swoje
działanie. Niestety nie zakończył.
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Rysunek 12: Program uruchomiony dla n = 8, k = 3 po
5 dniach.
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Rysunek 13: Program uruchomiony dla n = 9, k = 3 po
5 dniach.
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Rysunek 14: Program uruchomiony dla n = 10, k = 3 po
5 dniach.
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Jednak z tych danych możemy dowiedzieć się, ile jest
macierzy idempotentnych i nilpotentnych posiadających
i jedynek, gdzie i ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} (dla n = 8 również
siedem jedynek), znajduje się w tych pierścieniach.

n = 8, k = 3 n = 9, k = 3 n = 10, k = 3
Jedna jedynka: 8 9 10
Dwie jedynki: 140 180 225
Trzy jedynki: 1 064 1 596 2 280
Cztery jedynki: 8 022 14 238 23 490
Pięć jedynek: 42 392 92 106 179 892
Sześć jedynek: 195 020 523 824 1 221 690
Siedem jedynek: 678 224 ? ?

Tabela 2: Ilość macierzy idempotentnych.

n = 8, k = 3 n = 9, k = 3 n = 10, k = 3
Jedna jedynka: 57 72 90
Dwie jedynki: 1 512 2 520 3 960
Trzy jedynki: 24 416 53 928 108 240
Cztery jedynki: 256 256 770 652 2 015 145
Pięć jedynek: 1 838 928 7 729 848 26 869 680
Sześć jedynek: 9 453 024 56 587 608 265 938 600
Siedem jedynek: 36 525 120 ? ?

Tabela 3: Ilość macierzy nilpotentnych.

Aby otrzymać dalsze wyniki bez konieczności poświę-
cania sporej ilości czasu, można wprowadzić obliczenia
wielowątkowe. Niestety, jest to zagadnienie wykraczają-
ce poza nasze możliwości programistyczne na moment
obecny.
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7 Dodatki

Tabele

W tym rozdziale zebraliśmy do tabel dane, ile ele-
mentów idempotentnych i nilpotentnych znajduje się w pier-
ścieniu Mn(Z2) dla n ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.

n = 1
Ilość macierzy idempotentnych: 2
Ilość macierzy 1-nilpotentnych: 1
Ilość macierzy 2-nilpotentnych: 0
Ilość macierzy 3-nilpotentnych: 0
Ilość macierzy 4-nilpotentnych: 0
Ilość elementów pierścienia M1(Z2): 2
Stopień nil-clean: 1

Tabela 4: Ilość elementów idempotentnych i nilpotent-
nych dla n = 1.

n = 1
Procent macierzy idempotentnych: 100%
Procent macierzy 1-nilpotentnych: 50%
Procent macierzy 2-nilpotentnych: 0%
Procent macierzy 3-nilpotentnych: 0%
Procent macierzy 4-nilpotentnych: 0%

Tabela 5: Procent elementów idempotentnych i nilpo-
tentnych dla n = 1.
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n = 2
Ilość macierzy idempotentnych: 8
Ilość macierzy 1-nilpotentnych: 1
Ilość macierzy 2-nilpotentnych: 3
Ilość macierzy 3-nilpotentnych: 0
Ilość macierzy 4-nilpotentnych: 0
Ilość elementów pierścienia M2(Z2): 16
Stopień nil-clean: 2

Tabela 6: Ilość elementów idempotentnych i nilpotent-
nych dla n = 2.

n = 2
Procent macierzy idempotentnych: 50%
Procent macierzy 1-nilpotentnych: 0, 0625%
Procent macierzy 2-nilpotentnych: 0, 1875%
Procent macierzy 3-nilpotentnych: 0%
Procent macierzy 4-nilpotentnych: 0%

Tabela 7: Procent elementów idempotentnych i nilpo-
tentnych dla n = 2.
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n = 3
Ilość macierzy idempotentnych: 58
Ilość macierzy 1-nilpotentnych: 1
Ilość macierzy 2-nilpotentnych: 21
Ilość macierzy 3-nilpotentnych: 42
Ilość macierzy 4-nilpotentnych: 0
Ilość elementów pierścienia M3(Z2): 512
Stopień nil-clean: 3

Tabela 8: Ilość elementów idempotentnych i nilpotent-
nych dla n = 3.

n = 3
Procent macierzy idempotentnych: 0, 1133%
Procent macierzy 1-nilpotentnych: 0, 002%
Procent macierzy 2-nilpotentnych: 0, 041%
Procent macierzy 3-nilpotentnych: 0, 082%
Procent macierzy 4-nilpotentnych: 0%

Tabela 9: Procent elementów idempotentnych i nilpo-
tentnych dla n = 3.
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n = 4
Ilość macierzy idempotentnych: 802
Ilość macierzy 1-nilpotentnych: 1
Ilość macierzy 2-nilpotentnych: 315
Ilość macierzy 3-nilpotentnych: 1 260
Ilość macierzy 4-nilpotentnych: 2 520
Ilość elementów pierścienia M4(Z2): 65 536
Stopień nil-clean: 4

Tabela 10: Ilość elementów idempotentnych i nilpotent-
nych dla n = 4.

n = 4
Procent macierzy idempotentnych: 0, 1224%
Procent macierzy 1-nilpotentnych: 0, 00001%
Procent macierzy 2-nilpotentnych: 0, 0048%
Procent macierzy 3-nilpotentnych: 0, 0192%
Procent macierzy 4-nilpotentnych: 0, 0385%

Tabela 11: Procent elementów idempotentnych i nilpo-
tentnych dla n = 4.

n = 5
Ilość macierzy idempotentnych: 20 834
Ilość macierzy 1-nilpotentnych: 1
Ilość macierzy 2-nilpotentnych: 6 975
Ilość macierzy 3-nilpotentnych: 104 160
Ilość macierzy 4-nilpotentnych: 312 480
Ilość elementów pierścienia M5(Z2): 33 554 432
Stopień nil-clean: 3

Tabela 12: Ilość elementów idempotentnych i nilpotent-
nych dla n = 5.
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n = 5
Procent macierzy idempotentnych: 0, 0006%
Procent macierzy 1-nilpotentnych: 2, 98023224e−8%
Procent macierzy 2-nilpotentnych: 0, 0002%%
Procent macierzy 3-nilpotentnych: 0, 0031
Procent macierzy 4-nilpotentnych: 0, 0093%

Tabela 13: Procent elementów idempotentnych i nilpo-
tentnych dla n = 5.
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Programy

Kod najbardziej wydajnej wersji programu, który przy zadanym n (wymiarze macie-
rzy) oraz k (stopniu nil-clean), wyznacza wszystkie elementy idempotentne
i k-nilpotentne, a następnie sprawdza, czy ich sumy tworzą cały pierścień Mn(Z2),
wygląda następująco:

from itertools import combinations
import numpy as np
import copy
import math
import gc
import sqlite3

#Funkcja łączy nas z bazą danych
#(również tworzy, jeśli baza nie istnieje)
def polaczSieZBaza(n,k):

nazwaBazy = "n=" + str(n) +", k=" + str(k) +".db"
conn = sqlite3.connect(nazwaBazy)
c = conn.cursor()

return conn, c

#Funkcja tworzy potrzebne tabele
#primary KEY odpowiada za niedodawanie powtarzających się elementów
def stworzTabele(conn, c):
c.execute("""CREATE TABLE IF NOT EXISTS tabelaIdem (
Elementy_idempotentne text primary KEY
)""")

c.execute("""CREATE TABLE IF NOT EXISTS tabelaNil (
Elementy_nilpotentne text primary KEY
)""")

c.execute("""CREATE TABLE IF NOT EXISTS tabelaSum (
Elementy_zsumowane text primary KEY
)""")

conn.commit()

#Funkcja podnosi do kwadratu macierz w postaci kombinacji
#Zwraca kwadrat macierzy oraz kombinację zamienioną na macierz
def potegujMacierzeWPostaciKombinacji(jedynki, n):
A = [[0 for _ in range(n)] for _ in range(n)]

for c in jedynki:
A[math.floor(c / n)][c % n] = 1
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B = copy.deepcopy(A)

return np.mod(np.dot(A, B), 2), A

#Funkcja wyznacza macierze idempotentne i nilpotentne
#Następnie dodaje je do odpowiednich tabel w bazie
def wyznaczMacierzeIdempotentneINilpotentne(n,k,conn,c):
zerowa=[[0 for _ in range(n)] for _ in range(n)]
licznik=0
liczbaIdempo=0
liczbaNil=0

#Wyznaczaj kolejno kombinacje i-elementowe
for i in range (0,n*n+1):
comb=[]
tab=range(0,n*n)
comb = combinations(tab,i)

#Dla każdej kombinacji sprawdzaj, czy macierz jest
#idempotentna i k-nilpotentna,
#a następnie dodawaj do odpowiednich tabel
for kombinacja in comb:
licznik+=1
A_spotegowane, A =
potegujMacierzeWPostaciKombinacji(kombinacja,n)

if(np.array_equal(A_spotegowane,A)):
dodaj = [(str(kombinacja)),]
c.execute("INSERT INTO tabelaIdem VALUES (?)",
dodaj)
liczbaIdempo +=1

if(k==1):
if(np.array_equal(A,zerowa)):
dodaj = [(str(kombinacja)),]
c.execute("INSERT INTO tabelaNil VALUES (?)",
dodaj)
liczbaNil+=1

elif(np.array_equal(A_spotegowane,zerowa)):
dodaj = [(str(kombinacja)),]
c.execute("INSERT INTO tabelaNil VALUES (?)",
dodaj)
liczbaNil+=1

elif(k>=3):
A_spotegowane =
np.mod(np.dot(A_spotegowane, A), 2)

if(np.array_equal(A_spotegowane,zerowa)):
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dodaj = [(str(kombinacja)),]
c.execute("INSERT INTO tabelaNil VALUES (?)",
dodaj)
liczbaNil+=1

elif(k>=4):
A_spotegowane =
np.mod(np.dot(A_spotegowane, A), 2)

if(np.array_equal(A_spotegowane,zerowa)):
dodaj = [(str(kombinacja)),]
c.execute("INSERT INTO tabelaNil VALUES
(?)",dodaj)
liczbaNil+=1

print("Liczba macierzy znalezionych do tej pory: ", licznik)
print("Liczba macierzy idempotentnych znalezionych do tej
pory: ", liczbaIdempo)
print("Liczba macierzy nilpotentnych znalezionych do tej
pory: ", liczbaNil)

conn.commit()

return liczbaIdempo, liczbaNil

#Funkcja sumująca macierze idempotentne z nilpotentnymi
def sumujMacierze(conn,c):

c.execute("SELECT * FROM tabelaIdem")
idem = c.fetchall()

c.execute("SELECT * FROM tabelaNil")
nil = c.fetchall()

sumaIdemINil=[]
for idempotentny in idem:
idempotentny = idempotentny[0]
znaki = ["(",")"," "]
for znak in znaki:
idempotentny = idempotentny.replace(znak,"")

if(idempotentny.endswith(",")):
idempotentny = idempotentny[:-1]

if(len(idempotentny)!=0):
idempotentny = idempotentny.split(",")
for i in range(0,len(idempotentny)):
idempotentny[i]=int(idempotentny[i])

idempotentny = tuple(idempotentny)

for nilpotentny in nil:
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nilpotentny=nilpotentny[0]
znaki = ["(",")"," "]
for znak in znaki:
nilpotentny = nilpotentny.replace(znak,"")

if(nilpotentny.endswith(",")):
nilpotentny = nilpotentny[:-1]

if(len(nilpotentny)!=0):
nilpotentny = nilpotentny.split(",")
for k in range(0,len(nilpotentny)):
nilpotentny[k]=int(nilpotentny[k])

nilpotentny = tuple(nilpotentny)
dodaj=()
if(len(idempotentny)==0):
dodaj = nilpotentny

elif(len(nilpotentny)==0):
dodaj = idempotentny

else:
temp=[]
i = 0
j = 0
while((i<len(idempotentny))and(j<len(nilpotentny))):
if(idempotentny[i]<nilpotentny[j]):
temp.append(idempotentny[i])
i+=1

elif(idempotentny[i]>nilpotentny[j]):
temp.append(nilpotentny[j])
j+=1

else:
i+=1
j+=1

if(i<len(idempotentny)):
while(i<len(idempotentny)):
temp.append(idempotentny[i])
i+=1

elif(j<len(nilpotentny)):
while(j<len(nilpotentny)):
temp.append(nilpotentny[j])
j+=1

dodaj=tuple(temp)

dodaj = [(str(dodaj)),]
c.execute("INSERT INTO tabelaSum VALUES (?)", dodaj)

c.execute("SELECT COUNT(DISTINCT(Elementy_zsumowane))
FROM tabelaSum")
sumaIdemINil = c.fetchone()
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print("Liczba macierzy, które powstały przez sumowanie: ",
sumaIdemINil[0])

conn.commit()
conn.close()

print("Witam!")
print("""W Twoich rękach znajduje się program, który przy zadanym n
(wymiarze macierzy) oraz k (stopniu nil-clean), wyznaczy wszystkie
elementy idempotentne i k-nilpotentne, a następnie sprawdzi, czy
ich sumy tworzą cały pierścień macierzy n x n w Z2.""")

while True:
try:
n = int(input("Podaj n: "))
k = int(input("Podaj k: "))
if n > 0 and k > 0:
if k > 4:
print("""Wprowadziłes k>4. Spokojnie, k=4 wystarczy,
dlatego dla przypieszenia obliczeń wyliczę elementy
nilpotentne do stopnia 4 włącznie.""")

gc.collect()
print("Łączę się z bazą danych...")
conn, c = polaczSieZBaza(n,k)
print("Tworzę potrzebne tabele...")
stworzTabele(conn,c)
print("Wyznaczam macierze idempotentne i nilpotentne...")
iloscI, iloscN =
wyznaczMacierzeIdempotentneINilpotentne(n,k,conn,c)
gc.collect()
print("""________________________________________________
____________________________""")
print("Liczba macierzy idempotentnych: ", iloscI)
print("Liczba macierzy nilpotentnych: ", iloscN)
print("Liczba wszytskich macierzy", n,"x",n,":",
np.power(2,(n*n)))
print("""________________________________________________
____________________________""")
print("Sumuję każdą idempotentną z każdą nilpotentną...")
sumujMacierze(conn,c)

decyzja = input("Wpisz ’q’ i zatwierdź, by zakończyć,
bądź dowolny przycisk, by kontynuować. ")

if decyzja ==’q’:
break

else:
print("n i k muszą być liczbami naturalnymi większymi
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od zera.")
except MemoryError:
print("Komputer ma za mało pamięci. :/")

except ValueError as e:
print(e.stacktrace())
print("Błędnie wprowadzone dane.")
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