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Celem niniejszej pracy bylto napisanie programu, kto-
rym sprobowaliSsmy sprawdzi¢ hipoteze postawiong przez
Yaroslav’a Shitov’a w artykule [3]. M6éwi ona, ze pierécien
M,,(Z2) jest nil-clean stopnia 4 dla wszystkich n > 8.
Byliémy $wiadomi, ze tak naprawde jej nie udowodnimy.
Mieliémy nadzieje potwierdzi¢ ja dla pierwszych n badz
znalez¢ kontrprzyktad.

Pierwszy rozdzial zawiera wprowadzenie oznaczen oraz
definicji niezbednych do zrozumienia pracy. ZamieScili-
$my w nim kilka przykltadow dla lepszego zrozumienia
materiatu.

W kolejnych rozdzialach omawiamy macierze idem-
potentne i nilpotentne. Pézniej wyznaczaliémy je w pro-
gramie, dlatego uznalidémy, ze warto wczesniej przytoczy¢
ich wlasnosci.

Rozdzial piaty zostal poswiecony doktadnej analizie
artykutu [3].

W ostatnim rozdziale skupiliSmy si¢ na programie.
Na samym poczatku oméwiliSmy szkic dziatania progra-
mu, czyli w jaki sposéb postanowiliSmy zaprogramowacé
poszczegblne etapy. Nastepnie przeszliémy do opisu jego
dziatania. Do$é¢ duzo czasu poswieciliémy optymalizacji
programu, dlatego tez praca zawiera dos¢ obszerny pod-
rozdzial zawierajacy kolejne etapy zmian. Po wprowa-
dzeniu modyfikacji mogliémy zaczaé¢ obliczenia i wycia-
gna¢ wnioski.

Do pracy sa rowniez zataczone dodatki w postaci ta-
bel zawierajacych informacje o pierscieniach M, (Zs) dla
n € {1,2,3,4,5} oraz kodu programu.



1 Wprowadzenie pojec

Ten rozdzial poswieciliémy wprowadzeniu oznaczen
uzywanych w pracy, jak i definicji potrzebnych do zro-
zumienia jej tresci.

1.1 Oznaczenia

W ponizszej pracy uzywane sa nastepujace oznacze-
nia:

e R - pierScien,

e A B,C,... - elementy pierscienia,

e [ - macierz jednostkowa,

e [, - macierz jednostkowa wymiaru n X n,
e O - macierz zerowa,

o O,,«, - macierz zerowa wymiaru m X n,
e I - wektor,

e P4()) - wielomian charakterystyczny macierzy A,

N* - dodatnie liczby naturalne.



1.2 Definicje

W tym podrozdziale przypomnielismy definicje pod-
stawowych elementow, ktére wystepuja w dalszej czesci
pracy. ZrobiliSmy to w oparciu o ksiazke [5].

Definicja 1.2.1. Zbior R z dwoma dzialaniami wewnetrz-
nymi oznaczanych symbolami + 1 - nazywamy pierscie-
niem, jezeli:

1. R z dzialaniem + jest grupg abelowaq,
2. R z dzialaniem - jest polgrupg,

3. oba dzialania powigzane sq¢ ze sobg prawami roz-
dzielnosci:
VA, B,C €R A-(B+C)=A-B+A-C,
VA,B,C eR (A+B)-C=A-C+B-C.

Przyktad 1.2.1. Zbiér liczb catkowitych z dziataniami
dodawania i mnozenia jest pierscieniem.

Definicja 1.2.2. Regularnym piersicieniem macie-
rzowym nazywamy kazdy pierscien macierzowy nad pier-
scieniem caltkowitym z transpozycjg. Macierzq regu-
larng nazywamy kazdg macierz z reqularnego pierscie-
N4 Maclerz0weqgo.

Definicja 1.2.3. Elementem idempotentnym nazy-
wamy element pierscienia R, ktory speinia warunek

A? = A. (1)



Przyktad 1.2.2. Macierz

5

jest elementem idempotentnym w pierscieniu macierzy
2 X 2 o elementach z pierscienia liczb calkowitych, ponie-

waz
3 1] 3 1
-6 2| =6 —2|°
Przyktad 1.2.3. W pierscieniu macierzy 2 x 2 nad licz-
bami rzeczywistymi elementami idempotentnymi sg ma-

cierze nastepujacej postaci:

I O A B A R e

gdzie ¢, d - dowolne liczby rzeczywiste oraz b - dowolna
liczba rzeczywista rézna od zera.

9-6 3—2
—18+12 —6+4

Dowod. W ogélnym przypadku potega macierzy 2 x 2
nad liczbami rzeczywistymi wyglada nastepujaco:

2
a bl
Aby macierz byta idempotentna, spetniona musi by¢:
a bl
c d|

Powyzsza réwno$¢ mozna przeksztatci¢ do uktadu réw-
nan:

a?+bc ab-+bd
ac+cd  be+ d?

a?+bc ab-+bd
ac+cd be+ d?

a’>+bc=a
ab+bd=>
ac+cd=c’
be+d?=d

10



Rozwiazanie tego ukladu da nam nastepujace macierze:

ERTRTNEN )

gdzie ¢,d - dowolne liczby rzeczywiste oraz b - dowolna
liczba rzeczywista rézna od zera. O

W dalszej czesci pracy pokazalismy, jak wyglada sy-
tuacja w przypadku liczb zespolonych.

Definicja 1.2.4. FElementem k-nilpotentnym
(k € N1) (wymiennie: element nilpotentny) nazywamy
kazdy element pierScienia R taki, Ze

AP =0A(k=1V(k>=2AAFT1£0). (2)

Przyktad 1.2.4. Macierz

;)

jest elementem nilpotentnym (dwunilpotentnym) w pier-
Scieniu macierzy 2 x 2 o elementach z pierécienia liczb
catkowitych, poniewaz

100

10 o

3 31° fo—9 —9+9
3 -3 “|9-9 —9+9
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Przyktad 1.2.5. Macierz

o O O O
o O O
O O =N
S Oy Ut W

jest elementem nilpotentnym (4-nilpotentnym) w pier-
Scieniu macierzy 4 x 4 o elementach z pierécienia liczb
calkowitych, poniewaz

- 12

01 2 3 0 0 4 17
0045 (000 24
0006/ |oo0o0 ol
0000 [000 0]
0 1 2 31 [0 0 0 24]
0045 (000 0
0006 000 0
0000 000 0
0123 o000
0045 (0000
0006 o000
0000 0000

Definicja 1.2.5. Pierscien nazywamy nil-clean stopnia
k, jesli kaZdy element R € R moze byé zapisany w posta-
ci R =P+ Q, gdzie P jest elementem idempotentnym
(P? = P)iQ jest elementem co najwyzej k-nilpotentnym
(QF =0, gdzie k - najmniejsza dodatnia liczba naturalna
z takg wlasnoscig).

12



Definicja 1.2.6. Sumag prostg macierzy nazywamy

macierz blokowodiagonalng z blokami Ay, Ao, ..., As na
przekgtney:
A, ® .. ©
® A
AMBAs @A = 7
: N C)
® .- O A,

Dla przypomnienia:

Rzedem macierzy nazywamy maksymalna liczba
liniowo niezaleznych wektoréow bedacych wierszami (lub
kolumnami) tej macierzy.

CorankM = n—r nazywamy co-rzedem macierzy
M, «n, gdzie T to rzad macierzy.

Sladem macierzy nazywamy sume elementéw na
gtéownej przekatnej macierzy kwadratowej.

Macierza osobliwg nazywamy macierz, ktérej wy-
znacznik jest rowny zero.

13



2 Macierze idempotentne

Ten rozdzial poswieciliémy wlasno$ciom macierzy idem-
potentnych o wspotczynnikach zespolonych. Korzystali-
Smy gléwnie z ksiazki [5].

Twierdzenie 2.0.1. Jesli macierz A jest idempotenina,
to
Vne Nt A" =A

Dowdd. Dowdd wynika z definicji macierzy idempotent-
nej 1.2.3 przez zastosowanie indukcji zupelnej. O

Twierdzenie 2.0.2. Jezeli A jest macierzq o wspotczyn-
nikach zespolonych i jest idempotentna, to wtedy idem-
potentne sq rowniez

1. A (sprzezenie macierzy A),
2. AT (transpozycja macierzy A),
3. A (sprzeienie hermitowskie macierzy A).

Uwaga 2.1. W przypadku ciat skonczonych transpozy-
cja macierzy idempotentnej jest macierza idempotentna.

Dowdad. 1. A jest idempotentna, dlatego
A% = A.
Do obu stron stosujemy sprzezenie
AA=A |~

i otrzymujemy

AA = A.

Korzystajac z wlasnosci AB = AB dostajemy



Stad
(A)? = A.

Dowdd. 2. A jest idempotentna, dlatego
A? = A

Do obu stron stosujemy transpozycje

AA=4 | T
1 otrzymujemy
(AA)T = AT,
Korzystajac z wlasnosci (AB)T = BT AT dostaje-
my
ATAT — AT
Stad
(AT)? = AT,

Dowad. 3. A jest idempotentna, dlatego
A= A
Do obu stron stosujemy sprzezenie hermitowskie
AA=4 | H
i otrzymujemy

(AA)H = AH.

15



Korzystajac z wlasnosci (AB)? = BH AH dostaje-
my
AH AR = A,
Stad
O
Twierdzenie 2.0.3. Jesli A jest macierzq idempotentng

nad dowolnym cialem wymiaru n X n, to wtedy I,, — A
rowniez jest macierzg idempotentng.

Dowdd. Oznaczmy
B=1,—A.

A jest macierza idempotentna, czyli A2 = A. Policzmy
B2

B =(1,- A1, - A) =1,A-T,A+ A% =
=1, -24+A=(,—A) =B

Pokazali$my, ze B?> = B, co oznacza ze B jest macierza
impotentng, czyli I,, — A jest macierzg idempotentna. [J

Twierdzenie 2.0.4. Jedyng macierzqg odwracalng nad
M, xn, ktéra jednoczesnie jest macierzg idempotentng,
jest macierz jednostkowa.

Dowdd. Jesli A jest idempotentna, to
A% = A,
Mnozymy obie strony przez A"
A=A /.-A7!

i otrzymujemy
A=1

16



WtlasnoSci:

1. Jedli macierz A jest idempotentna, to macierz CAC !
(C - dowolna macierz nieosobliwa) tez jest idem-
potentna.

Dowdd. Pokazemy, ze (CAC™1)? = CACL. Za-
czniemy od rozpisania potegi

(cACYH)? =cAc tcAc.
Korzystajac z C~'C = I dostajemy:

CACT'CAC™' = CAAC™! = cA%C 1.
I

Poniewaz A jest idempotentem, to
A? = A.

Dlatego
CA’C~t=CAC.

Stad
(CAC™1H)? =cAc™.

2. Vn € N 1T, jest macierza idempotentna.
Dowdd. Kwadrat macierzy jednostkowej réwna sie

macierzy jednostkowej, dlatego II,, jest macierza idem-
potentna. O

17



3. Wartosci wlasne macierzy idempotentnej wynosza
jeden lub zero.

Dowdd. Zalézmy, ze A\ jest wartoéciag wlasng ma-
cierzy A. Wtedy istnieje wektor wlasny & taki, ze
AZ = A\Z. A jest idempotentem, dlatego zachodzi
A% = A. Stad mamy

M= AT = A%F = A(AZ) = A(\E) = \(AZ) =
= A(\T) = \’7.
Pokazalismy, ze A& = \2Z. Zatem
0=X\Z -\ =(\ -\

Poniewaz ¥ jest wektorem wlasnym, jest niezerowy,
dlatego (A2 —\) = 0. Rozwigzaniami tego réwnania
sg A=0oraz A =1.

O]

4. Wielomian charakterystyczny macierzy idempotent-
nej ma postac

Pa(A\) = (1= X\)'N.
Dowod. Wynika to wprost z wlasnosci 3. O

5. Kazda macierz idempotentna mozna sprowadzié¢ do

postaci:
Hn ‘ ®n Xm
®m Xn ‘ ®m Xm

przy pomocy diagonalizacji, czyli jako macierz sprze-
zona do macierzy wyjsciowe;.

Dowdd tej wlasnosci znajdziemy w artykule [4] (Le-
mat 1 podpunkt (7i7)).

18



3 Macierze nilpotentne

Ten rozdzial poswieciliSmy wlasno$ciom macierzy nil-
potentnych o wspoélczynnikach zespolonych. Korzystali-
Smy gléwnie z ksiazki [5].

Twierdzenie 3.0.1. Jesli macierz A jest k-nilpotentng,
to
Yn>k A"=0O

Dowdd. Wynika wprost z definicji. O

Twierdzenie 3.0.2. JeZeli A jest macierzq o wspétczyn-
nikach zespolonych i jest nilpotentnq, to wtedy nilpotent-
ne sg rowniez

1. A (sprzezenie macierzy A),
2. AT (transpozycja macierzy A),
3. A" (sprzeienie hermitowskie macierzy A).

Uwaga 3.1. W przypadku ciat skoficzonych transpozy-
cja macierzy nilpotentnej jest macierza nilpotentna.

Dowdd. 1. A jest nilpotentem, dlatego A* = ©.
Do obu stron stosujemy sprzezenie

AF=e /-

i otrzymujemy

Ak = @.
Korzystajac z wlasnoéci AB = AB dostajemy

(AF =0

19



Dowdad. 2. A jest nilpotentem, dlatego A* = @.
Do obu stron stosujemy transpozycje

Aﬁ - / T
i otrzymujemy
(AHT = @.
Korzystajac z wlasnosci (AB)T = BT AT dostaje-
my
(AT = @.

O

Dowéd. 3. A jest nilpotentem, dlatego A* = @©.
Do obu stron stosujemy sprzezenie hermitowskie

A= /"
i otrzymujemy.
(AMHH = @.
Korzystajac z wlasnoéci (AB)H = BH AH dostaje-

my

Ak = @.
O

Przyktad 3.0.1. Cickawym przykltadem macierzy nil-
potentnych sg macierze postaci:

a/]_ a/]_ “ e al

012 0/2 PR a2

Qn—1 Qn—1 t an—1
n—1 n—1 n—1
do—ai YL —ap ... Y, —ay
Li=1 =1 =1 _

20



Ustalmy n =3, a1 = 1, as = 2. Wtedy:
1 1 1]
2 2 2| =
-3 -3 -3

142-3 142-3 1+2-3
—|244-6 2+4-6 2+4-6|=
—3-6+9 —3-6+9 —3—6-+9

|
coo
coo
coo

Wlasnosci:

1. Je$li macierz A jest nilpotentna, to macierz CAC—!
(C - dowolna macierz nieosobliwa) tez jest nilpo-
tentna.

Dowéd. Pokazemy, ze (CAC™1)* = @©. Zaczniemy
od rozpisania potegi

(CAC™Hk =cAc~lcAc™!...cACc™
Korzystajac z C~1C = I dostajemy

CAC'CAC™'...cAC~' =
N——
I

=CAACT'CAC™!...CAC™! =
N——
I

= CA2AC'cACT...cACT = ... = cAFC!
I

21



A jest nilpotentem, dlatego A* = @. Stad
cAFc = @.
O

. Kazda macierz trojkatna z zerami na przekatnej
jest nilpotentna.

Dowdd. Wartosciami wlasnymi macierzy trdjkat-
nej sa elementy znajdujace sie na gléwnej prze-
katnej ([6]). Niech A jest macierza gérnotrdjkat-
na (analogicznie dla dolnotrdjkatnej) z zerami na
przekatnej. Wtedy wielomian charakterystyczny ma
nastepujaca postac:

Pa(\) = det(\I — A) = A"

Kazda macierz jest pierwiastkiem wielomianu cha-
rakterystycznego (Twierdzenie Cayleya-Hamiltona),
stad:

P4y(A) = A" =0.

Co dowodzi, ze A jest nilpotentna. O

22



3. Kazda macierz nilpotentna jest osobliwa.

Dowdd. Nie wprost.
Niech A bedzie macierzg k-nilpotentng. Wtedy:

AF = @. (3)

Zalézmy, ze A jest nieosobliwa. Wtedy istnieje A71.
Rozwazmy:

(A7hHm. An =1 (4)
Podstawiajac (3) do (4) otrzymujemy:
e=I,

co daje sprzecznosé. Dlatego macierz A musi by¢
osobliwa. O

4. Kazda macierz nilpotentna jest sprzezona z macie-
rza gornotrdjkatng z zerami na przekatne;j.
Dowéd tej wlasnodci mozemy znalezé we wstepie
artykutu znajdujacego sie na stronie internetowej

[7]-

5. Slad macierzy nilpotentnej jest réwny zeru.

Dowdd. Slad macierzy sprzezonej do macierzy A
jest taki sam, jak Slad macierzy A, poniewaz:

tr(CAC™) = tr(CC7A) = tr(A).

Z wtlasnosci 5 wiemy, ze kazda macierz nilpotentna
jest sprzezona z macierza gornotrojkatna z zerami
na przekatnej. Stad $lad macierzy nilpotentnej jest
rowny zeru. O

23



6. Jesli macierz A jest nilpotentna, to r- A (wielokrot-
no$¢ macierzy) tez jest nilpotentna.

Dowdd. A jest nilpotentem, dlatego A* = ©. Ma-
my:

r-Ab=r.©=0
O

7. Jedli macierz A jest nilpotentna, to A™ (potega ma-
cierzy) tez jest nilpotentna.

Dowdd. A jest nilpotentem, dlatego A*¥ = ©. Ma-
my:

(A = (A = (@) = ©
O

8. Wszystkie wartosci wlasne macierzy nilpotentne;j
WYNO08za Zero.

Dowdd. Zalézmy, ze A\ jest wartoéciag wlasng ma-
cierzy A. Wtedy istnieje wektor wlasny & taki, ze
AZ = AZ. Niech A bedzie k-nilpotentem. Stad
Ak = @ i A1 £ ©. Wowcezas

0 = A% = AF1(A7) @ AF1(\F) = a1z @
MNAF2(AF) = N2AF 27 =

—...= )7

—~
=

Poniewaz ¥ jest wektorem wlasnym, jest niezerowy.
Dlatego A* = 0, czyli A = 0.

O]
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9.

10.

Wielomian charakterystyczny macierzy nilpotent-
nej ma postac
Pa(N) =\

Dowdd. Wynika to wprost z wlasnosci 8. 0

Jedli macierz jest nilpotentna i diagonalizowalna,
to jest macierzg zerowa.

Dowdd. Niech A bedzie macierzg nilpotentna i dia-
gonalizowalna. Wtedy istnieja odwracalna macierz
C' i diagonalna macierz D takie, ze PAP~! = D.
Wartoéci na gtownej przekatnej macierzy D sa war-
tosciami wlasnymi A, a z wtasnosci 8 wiemy, ze
wszystkie wartosci wlasne wynosza zero, dlatego
D = ©. Rozwiazujac réwnanie PAP~! = D dla
A, dostajemy A = O. O

25



4 Roéwnania macierzowe a elementy
idempotentne

Ten rozdzial poswieciliSmy na pokazaniu zwigzku po-
miedzy réwnaniami macierzowymi a elementami idem-
potentnymi w Ms(C).

W artykule [2] mozemy znalezé metody rozwiazywa-
nia réwnan wielomianowych nastepujacych postaci:

e f(X)=0,
o X" =qal,
. f(X)= A,

gdzie f(X) to wielomian o wspo6tezynnikach zespolonych,
X jest niewiadomsg macierzg, zas A macierzg kwadrato-
wg stopnia 2.

Przy omawianiu réwnan postaci f(X) = 0, rozwaza-
my nastepujace twierdzenie:

Y
t

o wspotczynnikach zespolonych i o wyznaczniku réwnym
zero, to Y™ = (z + )" Y.

Twierdzenie 4.0.1. Jesli Y = jest macierzq

Dowéd znajdziemy w artykule [2].

W rozdziale 1.2 pokazaliémy, jak wyznaczy¢ macierze
idempotentne wymiaru 2 x 2 o wspélczynnikach rze-
czywistych. Korzystajac z powyzszego twierdzenia mo-
zemy wyznaczyC macierze idempotentne wymiaru 2 x 2
o wspotczynnikach zespolonych.

26



Przyktad 4.0.1. Wszystkie macierze idempotentne wy-
miaru 2 X 2 o wspdlczynnikach zespolonych to:

14++/1+4ch b
]I’@’ > 1—+/1+4c¢h |
c 14+ %

dla dowolnych b, c € C.

Dowdd. Aby wyznaczy¢ macierze idempotentne wymia-
ru 2 x 2, musimy rozwigza¢ réwnanie macierzowe A% = A,
gdzie A = [Z Z ,a,b,c,d e C.

Jesli det(A) # 0, wtedy macierz A jest odwracalna.
Réwnanie A2 = A mnozymy obustronnie przez element
odwrotny A i otrzymujemy A = I.

Jesli det(A) = 0, to mozemy skorzystaé z twierdzenia
4.0.1 i wtedy otrzymamy
A2 =(a+d)A=A.Stada+d=11ub A = O.

Dla a 4+ d = 1 mamy:

Wiemy, ze det(A) = 0:

det(A):det<[Ccl b 1)2@—@2—6-[):0,

1—a

dlatego musimy rozwigza¢ réwnanie —a? + a — cb = 0:

1T+ +1+4ch 1—+/1+4cb

az = ’

“ 2 2

gdzie symbol pierwiastka rozumiemy w sensie zespolo-
nym.

27



Stad mamy :

1++/1+4ch b
A= 2
c 1 + 1—'\/ §+4Cb ’
dla dowolnych b, ¢ € C.
Podsumowujac, macierzami idempotentnymi wymia-
ru 2 x 2 sa:

1+/114ch b
L®, [ ? 1—/1+4 b] ’
— C
c 14 inVidid
dla dowolnych b, ¢ € C. O
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5 Stopien nil-clean pierécienia M, (Z,)

Ten rozdzial poswieciliémy zagadnieniu stopnia nil-
clean pierécienia M,,(Zz2).

J. Ster w publikacji [1] pokazal, ze M, (Zs) jest pier-
Scieniem nil-clean stopnia co najwyzej 4. Natomiast
Y. Shitov w artykule [3] udowodnil nastepujace twier-
dzenie:

Twierdzenie 5.0.1. Suma prosta nieparzystej liczby ma-
cierzy

C =

O O = O
O = O O
_ oo O O
_ o O =

nie moze byé¢ sumaq macierzy idempotentnej ¢ 3-nilpotentnej
nad Zs.

Dowdd. Niech P, ) - macierze nad Fs spelniajace
P2=PiQ3=0.

Wezmy sume prosta nieparzystej liczby macierzy C ta-
kiej jak w twierdzeniu i oznaczmy ja przez @ C.
Obliczmy wielomian charakterystyczny C":

A0 0 1
B {1 A0 0 4 3
Poc(\) =M-C = 0 1 A\ 0 =+ A+ 1
0 01 Xx-1
Stad mamy:
CrrCi41=. (5)

Poniewaz @ C' jest sumg prosta nieparzystej liczby ma-
cierzy C, jej wielomian charakterystyczny ma nastepu-
jaca postac:

Pgyo(A\) = (X' + 27 +1)°,
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gdzie s - ilo$¢ wzietych blokéw. Poniewaz rozwazamy ma-
cierze nad Zy oraz s jest nieparzysta, to

Py (M) =441

Dlatego

(@C) (@0) +1=0 (6)

D C jest elementem pierscieniem nil-clean, czyli moze-
my zapisaé¢ go w postaci
@ C = P + Q. Podstawiajac do réwnania (6) otrzymu-
jemy:

(P+Q)'+(P+Q)° =L (7)
Rozpisujac réwnanie (7) oraz uwzgledniajac zalozenia
P? = P, Q3 = ©, mozemy uproscié¢ je do:

PQPQ+QPQP+ PQ°P+Q°PQ+QPQ*+PQP =1
(8)

Oznaczmy « := corankP.

P mozemy sprowadzi¢ do postaci (wlasnoéé 5 o macier-

zach idempotentnych):

r(Lle)

Zapiszmy () w postaci blokowej za pomoca zmiany bazy:

_ [ Q1| Q2
@ < @3] Qs )
Bloki w prawym dolnym rogu dla obu macierzy sa wiel-

kosci o x a. Wyliczajac kolejno sktadniki réwnania (8)
po podstawieniu P i () w nowej postaci otrzymujemy:

PQPQ=<C§ @gz),
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[ @ |e
QPQP = < Q3Q1 | © )’

o [ Q1+ @2Q3| O
rorr = (EEAAT).

Q2PQ = QF + @2Q3Q1 | Q1Q> + Q2Q3Q2
Q3Q7 + Q1Q3Q1 | Q3Q1Q2 + Q1Q3Q2 |’

QPQ? = Q3 + Q1Q2Q3 Q1Q2 + Q1Q2Q4
Q3Q7 + Q3Q2Q3 | Q3Q1Q2 + Q3Q2Q4

Q1+ Q03| ©
por- (A5 )

Jesli wezmiemy pod uwage bloki w prawy dolnym
rogu, to otrzymamy:

Q30Q1Q2 + Q1Q3Q2 + Q3Q1Q2 + Q3Q2Q4 = I,

2Q301Q2 + Q1Q3Q2 + Q3Q2Q4 = I,
(Q3Q2)Q4 + Q4(Q3Q2) = Ly. 9)

Jesli obliczymy $lad macierzy w (9), to pokazemy, ze «
jest parzysta:

tr(Q3Q2)Q4 + Q1(Q3Q2)) = tr(la).
7 whasnodci tr(A + B) = tr(A) + tr(B) otrzymujemy:
tr((Q3Q2)Q4) + tr(Qa(Q3Q2)) = tr(la).
Poniewas, tr(AB) — tr(BA), to
tr((QsQ2)Q4) + tr((Q3Q2)Q4) = tr(la),
2tr((Q3Q2)Q4) = tr(la),
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0 =tr(ly).
Aby $lad macierzy I, byl rowny zero, o musi byé

parzysta.

Teraz policzymy $lad calej macierzy. Z wtasnosci
tr(A+ B) = tr(A) + tr(B) mamy:

tr(P+ Q) = tr(P) +tr(Q).

@ jest macierzg nilpotentna, a to oznacza, ze jej slad
jest réwny zeru. Stad

tr(P) +tr(Q) = tr(P).

Wymiar macierzy P jest parzysty. Pokazalismy, ze
prawy dolny rég jest wymiaru parzystego, stad ilos¢ je-
dynek w macierzy P jest parzysta. Dlatego

a jest to niemozliwe poniewaz P + () jest suma prosta
nieparzystych liczby kopi C. O

Artykut Y. Shitova koniczy sie nastepujacym przy-
puszczeniem:

Hipoteza 5.1. Pierscieh M, (Zz) jest nil-clean stopnia
4 dla wszystkich n > 8.
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6 Program sprawdzajacy, czy pierscien
jest nil-clean

Aby sprawdzi¢ przypuszczenie postawione w ostat-
nim rozdziale, napisaliSmy program, ktory przy zadanym
n (wymiarze macierzy) oraz k (stopniu nil-clean), wy-
znacza wszystkie elementy idempotentne i k-nilpotentne,

a nastepnie sprawdza, czy ich sumy tworza caly pierécien
M, (Z3).

6.1 Szkic dzialania programu

Pierwszym problemem, jaki mieliSmy do rozwigza-
nia, bylo wyznaczenie wszystkich macierzy w pierscieniu
M,,(Z2). Rozwiazalidémy go przy uzyciu kombinacji. Wy-
obrazmy sobie, ze elementy macierzy numerujemy kolej-
nymi liczbami naturalnymi zaczynajac od zera konczac
na n? — 1:

0 1 A |

n n—+1 e 2n—1

. . L (10)
n2—-n nf—-n+1 -+ n2-1

Na przyktad dla macierzy 3 x 3 mamy nastepujaca
numeracje:

(11)

S W O

1
4
7

oo Ot N

Nastepnie wyznaczamy kombinacje ze zbioru
{0,1,...,n> — 1} kolejno zero, jedno, dwu, ...,
n’-elementowa.

Kolejnym krokiem jest stworzenie macierzy. Bierze-
my macierz zerowg zadanego wymiaru, a nastepnie dla
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kazdej kombinacji wstawiamy w odpowiednie miejsca je-
dynki w nastepujacy sposéb: jedli i-ta liczba wystepuje
w danej kombinacji, to na i-tym miejscu macierzy (patrz
(10)) wstawiamy jedynke.

Na przyklad w pierécieniu M3(Z2) kombinacja {0, 5, 8}
da nam macierz:

o O O

1 0
0 1]. (12)
0 1

W ten sposéb otrzymujemy wszystkie mozliwe ma-
cierze z pierScienia My (Zs).

Teraz mozemy przejs¢ to wyliczania kolejnych poteg
kazdej z macierzy i sprawdzania, czy jest ona macierza
idempotentng badz k-nilpotentna.

Pamietajac, ze J. Ster w [1] udowodnit, ze M, (Z)
jest pierscieniem nil-clean stopnia co najwyzej 4, mozemy
wyznaczaé¢ macierze nilpotentne dla k nie wickszego niz
4.

Woéwezas liczymy sumy wyznaczonych macierzy idem-
potentnych i nilpotentnych. Zeby zyskaé¢ na czasie i wy-
dajnoéci, nie sumujemy macierzy, ale stosujemy sume
wykluczajaca na reprezentujacych ich kombinacjach. To
znaczy tworzymy nowsg kombinacje, w ktérej wystepuja
niepowtarzajace sie elementy z pierwszej i drugiej kom-
binacji. Jest to réwnoznaczne dodawaniu macierzy w Zs.

Na przyktad suma kombinacji {0,1,5,7,8} z kombi-
nacja {1,6,7} daje nam {0,5,6,8}.

Na sam koniec ze zbioru sum wyznaczonych macierzy
idempotentnych i nilpotentnych usuwamy powtarzajace
si¢ elementy. Jesli liczba elementéw wyznaczonego zbioru
jest rowna ilosci wszystkich macierzy danego wymiaru,
to oznacza, ze sprawdzany pierécien jest nil-clean stop-
nia nie wiekszego niz zadane k. Aby mie¢ pewnosé, ze
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jest stopnia dokladnie k, nalezy uruchomié¢ program po-
nownie dla k—1. Jesli rezultatem bedzie zbiér réwnolicz-
ny ze zbiorem wszystkich macierzy danego wymiaru, to
znaczy, ze pierScien jest nil-clean stopnia nie wiekszego
niz k — 1. Jedli rezultatem bedzie zbiér o mniejszej ilo-
$ci elementéw, to oznacza, ze sprawdzany pierscien jest
nil-clean stopnia k.
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6.2 Dzialanie programu

Program po uruchomieniu wyswietli nam informacje
o sobie, a nastepnie poprosi o wprowadzenie liczb n i k:

itam!

Twoich rekach znajduje sie program, ktéry przy zadanym n (wymiarze macierzy) oraz k (stopniu
nil-clean), wyznaczy wszystkie elementy idempotentne i k-nilpotentne, a nastepnie sprawdzi, czy
ich sumy tworza caly pierscien macierzy n x n w Z2.
Podaj n:

Rysunek 1: Program po uruchomieniu.

Po wprowadzeniu wybranych liczb dostaniemy naste-
pujacy rezultat:

Witam!

W Twoich rekach znajduje sie program, ktéry przy zadanym n (wymiarze macierzy) oraz k (stopniu

nil-clean), wyznaczy wszystkie elementy idempotentne i k-nilpotentne, a nastepnie sprawdzi, czy
ich sumy tworzg caly pierscien macierzy n x n w Z2.

Podaj n: 3

Podaj k: 3

Wyznaczam kombinacje...

Tworze macierze...

Wyznaczam macierze idempotentne i nilpotentne...

Liczba macierzy idempotentnych: 58

Liczba macierzy nilpotentnych: 65

Sumuje kazda idempotentng z kazdg nilpotentng...

Usuwam powatarzajgce sie elementy...

Liczba macierzy, ktore powstaly przez sumowanie: 512

Liczba wszytskich macierzy 3 x 3 : 512

Wpisz 'q' i zatwierdZ, by zakonczyc, badZ dowolny przycisk, by kontynuowac. _

Rysunek 2: Program po wprowadzeniu n=3, k=3.

36



Program jest odporny na wprowadzanie btednych da-
nych:

itam!

Twoich rekach znajduje sie program, ktory przy zadanym n (wymiarze macierzy) oraz k (stopniu
nil-clean), wyznaczy wszystkie elementy idempotentne i k-nilpotentne, a nastepnie sprawdzi, czy
ich sumy tworza caly pierscien macierzy n x n w Z2.

Podaj n: a

Btednie wprowadzone dane.

Podaj n: 3

Podaj k: a

Blednie wprowadzone dane.

Podaj n: -1

Podaj k: 3

n oraz k musza by¢ liczbg naturalng wigksza od zera.
Podaj n: 2

Podaj k: 50

prowadziles k>4. Spokojnie, k=4 wystarczy, dlatego dla przypieszenia obliczer wylicze elementy
nilpotentne do stopnia 4 wigcznie.

lyznaczam kombinacje...

Tworze macierze...

lyznaczam macierze idempotentne i nilpotentne...

Liczba macierzy idempotentnych: 8

Liczba macierzy nilpotentnych: 5

Sumuje kazda idempotentng z kazdg nilpotentna...

Usuwam powatarzajace sie elementy...

Liczba macierzy, ktore powstaly przez sumowanie: 16

Liczba wszytskich macierzy 2 x 2 : 16

pisz 'q" i zatwierdZ, by zakonczyc, badZz dowolny przycisk, by kontynuowac.

Rysunek 3: Odporno$¢ programu na blednie wprowadza-
ne dane.

6.3 Problem pamieci

Niestety catkiem szybko mozemy otrzymaé komuni-
kat:

Witam!

W Twoich rekach znajduje sie program, ktéry przy zadanym n (wymiarze macierzy) oraz k (stopniu
nil-clean), wyznaczy wszystkie elementy idempotentne i k-nilpotentne, a nastepnie sprawdzi, czy
ich sumy tworzg caly pierscierd macierzy n x nw Z2.

Podaj n: 5

Podaj k: 2

Wyznaczam kombinacje. ..

Tworze macierze...

Komputer ma za mato pamieci. :/

Rysunek 4: n =5, k = 2 (MemoryError).
ktory jest wylapaniem MemoryError. W przypadku
n = 6 taki error wystepuje juz przy wyznaczaniu kombi-

nacji :
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Witam!

W Twoich rekach znajduje sie program, ktéry przy zadanym n (wymiarze macierzy) oraz k (stopniu
nil-clean), wyznaczy wszystkie elementy idempotentne i k-nilpotentne, a nastepnie sprawdzi, czy
ich sumy tworza caly pierscien macierzy n x n w Z2.

Podaj n: 6

Podaj k: 2

Wyznaczam kombinacje...

Komputer ma za mato pamieci. :/

Rysunek 5: n = 6, k = 2 (MemoryError).

6.4 Optymalizacja programu

Ze wzgledu na MemoryError, optymalizacja progra-
mu na samym poczatku skupita sie na rozwiazaniu pro-
blemu pamieci.

Pierwszym pomyslem bylo podzielenie wyznaczania
macierzy na kroki. Pierwotna wersja programu wyliczata
wszystkie kombinacje ze zbioru {0,1,...,n% — 1} kolejno
zero, jedno, dwu, ..., n’-elementowe, a nastepnie two-
rzyl z nich macierze i z nich wyznaczal macierze idem-
potentne i nilpotentne.

Modyfikacja 1 robita to w krokach, gdzie w i-tym
kroku zostaja wyznaczone kombinacje i-elementowe, na-
stepnie sg zamienione na macierze, z ktérych wyznacza-
ne sa macierze idempotentne i nilpotentne. Z kolejnym
krokiem w pamieci przechowywane byly macierze idem-
potentne i nilpotentne, a kombinacje i macierze zostaty
zastapione nowymi. Dodatkowo byla wyswietlana infor-
macja o tym, ktéry krok jest wlasnie wykonywany oraz
na jakim etapie jest.
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Po uruchomieniu programu:

Witam!

W Twoich rekach znajduje sie program, ktéry przy zadanym n (wymiarze macierzy) oraz k (stopniu
nil-clean), wyznaczy wszystkie elementy idempotentne i k-nilpotentne, a nastepnie sprawdzi, czy
ich sumy tworza caly pierscier macierzy n x n w Z2.
Podaj n: 2

Podaj k: 2

i=0

Wyznaczam kembinacje...

Tworze macierze...

Wyznaczam macierze idempotentne i nilpotentne...
iz

Wyznaczam kembinacje...

Tworze macierze...

Wyznaczam macierze idempotentne i nilpotentne...

e B!

Wyznaczam kembinacje...

Tworze macierze...

Wyznaczam macierze idempotentne i nilpotentne...
e

Wyznaczam kembinacje...

Tworze macierze...

Wyznaczam macierze idempotentne i nilpotentne...
i=4

Wyznaczam kembinacje...

Tworze macierze...

Wyznaczam macierze idempotentne i nilpotentne...

Sumuje macierze idempotentne i nilpotentne...

Liczba macierzy idempotentnych: 8

Liczba macierzy nilpotentnych: 4

Sumuje kazda idempotentng z kazdg nilpotentna...

Usuwam powatarzajgce sie elementy...

Liczba macierzy, ktére powstaly przez sumowanie: 16
Liczba wszytskich macierzy 2 x 2 : 16

Wpisz 'q" 1 zatwierdZ, by zakoriczyé, badZ dowolny przycisk, by kontynuowaé.

Rysunek 6: Modyfikacja 1.

Teraz mogliSmy zobaczy¢, jak dtugo sa wykonywane
poszczegdlne etapy.

Tym sposobem mozemy dowiedzieé sie, ze w pierscie-
niu M5(Zs) istnieje 20834 macierzy idempotentnych oraz
6976 Ek-nilpotentnych, gdzie k € {1,2}. Niestety zsumo-
wanie ich wszystkich i poréwnanie ze sobg znowu zwraca
MemoryError.

Kolejna proba potaczyta od razu dwa nowe pomysty,
by jak najlepiej usprawni¢ program:

e skorzystanie z faktu, ze funkcja combinations wy-
znacza kombinacje z wykorzystaniem generatora.
Do tej pory Vi € {0,1,---,n?} budowali$my pelna
tablice zawierajaca wszystkie kombinacje
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i-elementowe przy wykorzystaniu wbudowanej funk-
cji, ktéra zwraca je naraz. Teraz generator bedzie
zwracal je po jednej, co znacznie oszczedzi pamieé
i pozwali funkcji wywolujacej generator korzystaé
z danych od razu juz od pierwszych elementéw).

e zapisywanie macierzy do pliku (dzieki temu nie be-
da musialy byé przechowywane w pamieci). Wy-
dhuzy to znacznie czas dziatania programu, jednak
wazne jest uzyskanie rezultatu nawet, jesli bedzie
to zajmowaé wiecej czasu.

Modyfikacja 2 zwracala nam trzy pliki zawierajace
kolejno elementy idempotentne, nilpotentne i ich sumy.

| | Tn=2 k=2, sumy.. — m} X

Plik Edycja Format Widok| Plik Edycja Format Widd Plik Edycja Format Widok Pomoc

O 0O O &
(@,) (1,) (1,)

(3,) (2,) (2,)

(0, 1, 2, 3) (e, 1, 2, 3)

Rysunek 7: Pliki zwracane przez program.
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Nastepnie program pobieral kolejno linie z pliku sum
i zwracal liczbe niepowtarzajacych sie linii.

itam!
Twoich rekach znajduje sie program, ktory przy zadanym n (wymiarze macierzy) oraz k (stopniu
nil-clean), wyznaczy wszystkie elementy idempotentne i k-nilpotentne, a nastepnie sprawdzi, czy
ich sumy tworzg caly pierscien macierzy n x n w Z2.
Podaj n: 2
Podaj k: 2
Tworze nowe pliki do przechowania macierzy idempotentnych i nilpotentnych...
lyznaczam macierze idempotentne i nilpotentne.
Liczba macierzy znalezionych do tej pory: @
Liczba macierzy idempotentnych znalezionych do tej pory: @
Liczba macierzy nilpotentnych znalezionych do tej pory: @
Liczba macierzy znalezionych do tej pory: 1
Liczba macierzy idempotentnych znalezionych do tej pory: 1
Liczba macierzy nilpotentnych znalezionych do tej pory: 1
Liczba macierzy znalezionych do tej pory: 5
Liczba macierzy idempotentnych znalezionych do tej pory: 3
Liczba macierzy nilpotentnych znalezionych do tej pory: 3
Liczba macierzy znalezionych do tej pory: 11
Liczba macierzy idempotentnych znalezionych do tej pory: 8
Liczba macierzy nilpotentnych znalezionych do tej pory: 3
Liczba macierzy znalezionych do tej pory: 15
Liczba macierzy idempotentnych znalezionych do tej pory: 8
Liczba macierzy nilpotentnych znalezionych do tej pory: 3

Liczba macierzy idempotentnych: 8
Liczba macierzy nilpotentnych: 4
Liczba wszytskich macierzy 2 x 2 : 16

Sumuje kazdgq idempotentng z kazdg nilpotentng...
Liczba macierzy, ktére powstaly przez sumowanie: 16

pisz 'q' i zatwierdZ, by zakonczyc, badZ dowolny przycisk, by kontynuowac.

Rysunek 8: Modyfikacja 2.

Jak sie spodziewalidmy, czas pracy zostal znacznie
wydhuzony. Postanowilismy sprébowaé napisaé¢ funkcje,
ktora bedzie mnozyta macierze w postaci kombinacji za-
miast zamienia¢ je na tablice tablic. Wygladata ona na-

stepujaco:

def mnozMacierzeWPostaciKombinacji(A,B,n):
C=1list ()

for s in range (0,n):
for k in range (0,n):

suma=0

for r in range(O,n):
iteratori=0
iteratorj=0
for i in range (iteratori,len(A)):

for j in range (iteratorj,len(B)):

41



if ((A[i]l==s*n+r)and(B[jl==r*n+k)):
suma+=1
iteratori=i
iteratorj=j
break
if (suma)2==1):
C.append (s*n+k)
C=tuple(C)
return C

Niestety taka funkcja zawiera w sobie az 5 zagniez-
dzonych petli for, co zamiast skrécié czas pracy, jeszcze
bardziej go wydtuzyto. Dlatego modyfikacja 3 nie przy-
niosta pozadanych rezultatéw.

W tym momencie postanowiliémy zasiegnaé¢ opinii
0s6b pracujacych z jezykiem Python. Dowiedzielismy sie,
ze macierze z biblioteki NumPy dzialajg szybciej niz
zwykte tablice tablic, a co wiecej mniej obcigzaja pamiec.
W ten sposéb powstala kolejna modyfikacja (czwarta).
Niestety plik przechowujacy cate macierze catkiem szyb-
ko stawal sie zbyt duzy, by méc go otworzy¢. Modyfikacja
5 korzystata z mnozenia macierzy z wykorzystaniem bi-
blioteki NumPy, jednak do pliku zapisywata kombinacje
i to je pdzniej dodawala z soba.

Ta wersja byla dotychczas najbardziej optymalna,
niestety nadal wystepowaly problemy. Pierwszy polegal
na tym, ze plik bardzo szybko zaczynal byé¢ duzych roz-
miaréw, wiec nie nie mogl zostaé otworzony.
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Notepad X

The Di\Karolina\n=5, k=3, sumy.bt ile is too large for
| Hotepad

Use another editar to edit the file,

y—

Windows (CRLF) Ln1, Cel 1

Titems  1item seledted 99,5GB

Rysunek 9: Brak mozliwosci otwarcia pliku ze wzgledu
na jego rozmiar.

Program dalej dziatal, moégt pobiera¢ wartosci i wy-
konywaé na nich dzialania, jednak traciliémy w ten spo-
sOb mozliwosé zobaczenia zawartosci pliku, a co wiecej
potrzebowaliSmy duzo miejsca na dysku. Ponadto osta-
tecznie wszystkie linijki pliku sum sa pobierane przez
program, by zliczy¢ ilos¢ unikatowych elementéw, co szyb-
ko zwraca btad pamieci.

Potencjalnym rozwiazaniem problemu wielkosci two-
rzonych plikéw, bylo traktowanie macierzy jako liczbe
binarna i zamienianie jej na system dziesietny. Wszystkie
liczby z przedziatu < 0, 1> zamieniliémy na system
binarny (zostawaly one uzupelnione zerami z przodu,
tak by dlugosé kazdej wynosita n?). Nastepnie zmieniali-
$my te liczby na macierze wymiaru n X n. W ten sposob
otrzymali$émy caly pierscien M,,(Zs). Nastepnie spraw-
dzalismy, ktére z nich sa nilpotentne i idempotentne. Do
plikéw zapisywalismy liczby w postaci dziesietnej. Dzieki
wbudowanemu operatorowi logicznemu X O R dodawanie
macierzy bylo bardzo proste. Funkcja ta dziala na licz-
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bach w systemie dziesietnym, wiec wystarczyto pobraé
liczby z pliku, skorzysta¢ z alternatywy wykluczajacej,
a wynik zapisa¢ do pliku sum. W ten sposéb powstata
modyfikacja 6.

Pierwsza préba byta bardzo obiecujaca, gdyz dla war-
toéci n = 4, k = 4 wielko$¢ pliku znacznie zmalatla.

iwosci: n=4, k=4, sumy.ixt x

zzzzz

Rozmiarna dysku 0.8 MB (baltow: 95 266 864)

Rozmiarna dysku 214 MB (ba)

Rysunek 10: Poréwnanie wielkosci plikéw. Po lewej mo-
dyfikacja 5, a po prawej modyfikacja 6 dla n = 4 oraz
k=4.

Niestety wielkos$¢ pliku jest sporo mniejsza tylko dla
matych n. Po wprowadzeniu wartosci n = 5, k = 4 ob-
liczenia zostaly przerwane po dwoch dniach ze wzgledu
na brak dostepnego miejsca na dysku, z czym nie spo-
tkaliSmy si¢ w przypadku modyfikacji 5. Plik mial az
54,9GB.
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Wihasciwosci: n=5, k=4, sumy.txt e

Ogéine  Zabezpieczenia Szezegoly Poprzednie wersje

n=5, k=4, sumy et

Typ pliku: Dokument tekstowy (.txt)

Otwierany za =] Notatnik i
pomocy:

Lokalizacja E\studia\Magisterka matematyka\Praca magisterska\Nowa wersja
Rozmiar: 54.9 GB (bajtéw: 59 030 400 322)

Rozmiar na dysku: 54,9 GB (bajtéw: 59 030 401 024)

Utwaorzony: pigtek. 7 sierpnia 2020, 19:45:24
Zmodyfikowany: Dzisiaj, 9 sierpnia 2020, 2 godz. temu

Ostatnio uzywany: pigtek, 7 sierpnia 2020, 19:45:24

Alrybuty [ Tylko do odezytu [ Ukryty Zaawansowane...

Anuluj Zastosuj

Rysunek 11: Wielko$¢ pliku modyfikacji 6 dla n = 5,
k=4.

Ostatecznie postanowiliémy wykorzystaé bazy danych,
ktore sa przystosowane do przechowywania i wykonywa-
nia dzialan na duzej liczbie wartoéci. Z uzyciem klucza
prywatnego nie musimy sie juz martwi¢ o powtarzajace
sie sumy, gdyz baza danych nie pozwoli nam dodaé po-
wtarzajacych sie wartosci. Tym sposobem wystarczy od-
czytaé iloéé elementow poszczegdlnych tablic i nie trzeba
sie martwi¢ usuwaniem powielonych elementéw. Dodat-
kowo mniej elementéw oznacza mniejsza wielkosé pliku.
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Modyfikacja 7 byla juz ostateczna. Korzystata z:
e kombinacji (wyznaczanie macierzy)
e biblioteki NumPy (mnozenie macierzy),

e bazy danych (przechowywanie macierzy idempo-
tentnych, nilpotentnych i ich sum).

6.5 Obliczenia i wnioski

Po wszystkich modyfikacjach, obliczenia zostaty prze-
niesione na komputery uczelniane. Dzigki temu réwno-
czes$nie mogly sie wykonywaé obliczenia dla réznych n
i k, co znacznie przyspieszalo otrzymywanie wynikéw.
Pierwsze rezultaty mozna byto zobaczy¢ po kilku sekun-
dach, nastepne po paru minutach. Jednak w przypadku
n =51k = 4 wynik mogliSmy spisa¢ po ponad 56 godzi-
nach. Tak duza réznica czasu dzialania programu wynika
z drastycznie wzrastajacej liczby wykonywanych dziatan.
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n=4,k=4| n=5k=4

llos¢ macierzy 65 536 33 554 432

do wyznaczenia:

Tlo$¢ macierzy

podniesionych 1117 27 809
do potegi 2:

Tlo$¢ macierzy

podniesionych 1 260 104 160
do potegi 3:

Tlo$¢ macierzy

podniesionych 63 159 433 422 463
do potegi 4:

Tlo$¢ sum: 3284992 | 8 825 615 744

Tabela 1: Poréwnanie ilosci wykonywanych dziatan.

Co prawda obliczenia dla n = 6 nie zakonczyty sie
w czasie trzydniowych obliczen, jednak nie wystapit Me-
mory FError. MogliSmy zobaczy¢, ze zuzycie pamieci jest
bardzo niskie. PostanowiliSmy kontynuowac¢ obliczenia
przez najblizsze 5 dni i dodatkowo uruchomié¢ program
dla n € {8,9,10} oraz k = 3. Jedli dla ktérychs z tych
liczb wynik dalby cata grupe, to wiedzielibySmy, ze hi-
poteza jest bltedna. O badaniu wigkszych n mial zadecy-
dowaé fakt, czy w czasie 5 dni program zakonczy swoje
dziatanie. Niestety nie zakonczyl.
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Podaj n: 8

Podaj k: 3
tgcze sie z bazag danych...
Tworze potrzebne tabele...
Wyznaczam macierze idempotentne i nilpotentne...

Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba

macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy

znalezionych do tej pory: 1

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezienych do tej pory: 65

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezionych do tej pory: 2881

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezienych do tej pory: 43745

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezionych do tej pory: 679121

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezienych do tej pory: 8383633

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezionych do tej pory: 83278861

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezionych do tej pory: 784494193

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:

57

149
1569

1213
25985

9235
282241

51627
2121169

246647
11574193

924871
48899313

Rysunek 12: Program uruchomiony dla n =8, k£ = 3 po
5 dniach.

48



Podaj n: 9

Podaj k: 3
tacze sie z baza danych...
Tworze potrzebne tabele...
Wyznaczam macierze idempotentne i nilpotentne...

Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba

macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy

znalezionych do tej pory: 1

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezionych do tej pory: 82

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezionych do tej pory: 3322

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezionych do tej pory: 88642

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezionych do tej pory: 1752382

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezionych do tej pory: 27373978

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezionych do tej pory: 351914194

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:

10
73

190
2593

1786
56521

16024
827173

108130
85570821

631954
65144629

Rysunek 13: Program uruchomiony dla n =9, k = 3 po
5 dniach.
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Podaj n: 18

Podaj k: 3
tgcze sie z bazg danych...
Tworze potrzebne tabele...
Wyznaczam macierze idempotentne i nilpotentne...

Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba
Liczba

macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy
macierzy

znalezionych de tej pory: 1

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezionych do tej pory: 181

idempotentnych znalezienych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezionych do tej pory: 5851

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezionych do tej pory: 166751

idempotentnych znalezienych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezionych de tej pory: 4887376

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezionych do tej pory: 79375496

idempotentnych znalezienych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:
znalezionych de tej pory: 1271427896

idempotentnych znalezionych do tej pory:

nilpotentnych znalezionych do tej pory:

11
o1

236
4851

2516
112291

26806
2127436

285898
28997116

1427588
294935716

Rysunek 14: Program uruchomiony dla n = 10, k = 3 po
5 dniach.
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Jednak z tych danych mozemy dowiedzie¢ sig, ile jest
macierzy idempotentnych i nilpotentnych posiadajacych
i jedynek, gdzie i € {0,1,2,3,4,5,6} (dla n = 8 réwniez
siedem jedynek), znajduje si¢ w tych pierScieniach.

n=8k=3|n=9k=3|n=10,k=3
Jedna jedynka: 8 9 10
Dwie jedynki: 140 180 225
Trzy jedynki: 1 064 1 596 2 280
Cztery jedynki: 8 022 14 238 23 490
Pigé jedynek: 42 392 92 106 179 892
Szesé jedynek: 195 020 523 824 1221 690
Siedem jedynek: 678 224 ? ?

Tabela 2: Iloé¢ macierzy idempotentnych.

n=8k=3|n=9k=3|n=10,k=3
Jedna jedynka: 57 72 90
Dwie jedynki: 1512 2 520 3 960
Trzy jedynki: 24 416 53 928 108 240
Cztery jedynki: 256 256 770 652 2 015 145
Pigé jedynek: 1 838 928 7 729 848 26 869 680
Szesé jedynek: 9 453 024 56 587 608 | 265 938 600
Siedem jedynek: | 36 525 120 ? ?

Tabela 3: Ilo¢ macierzy nilpotentnych.

Aby otrzymacé dalsze wyniki bez koniecznosci poswie-
cania sporej ilosci czasu, mozna wprowadzi¢ obliczenia
wielowatkowe. Niestety, jest to zagadnienie wykraczaja-
ce poza nasze mozliwoéci programistyczne na moment

obecny.
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7 Dodatki

Tabele

W tym rozdziale zebraliémy do tabel dane, ile ele-
mentéw idempotentnych i nilpotentnych znajduje sie w pier-

Scieniu M, (Z2) dlan € {1,2,3,4,5}.

n=1

Tloé¢ macierzy idempotentnych:

Tlo$¢ macierzy 1-nilpotentnych:

Tlo$¢ macierzy 2-nilpotentnych:

Tlo$¢ macierzy 3-nilpotentnych:

Tlo$¢ macierzy 4-nilpotentnych:

Ioé¢ elementéw pierscienia My (Z2):

Stopien nil-clean:

N OO O N

Tabela 4: Ilosé¢ elementéw idempotentnych
nych dla n = 1.

i nilpotent-

n=1

Procent macierzy idempotentnych:

100%

Procent macierzy 1-nilpotentnych:

50%

Procent macierzy 2-nilpotentnych:

0%

Procent macierzy 3-nilpotentnych:

0%

Procent macierzy 4-nilpotentnych:

0%

Tabela 5: Procent elementéw idempotentnych i nilpo-

tentnych dla n = 1.
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n =2
Ilo$¢ macierzy idempotentnych:
Tloéé macierzy 1-nilpotentnych:
Tloé¢ macierzy 2-nilpotentnych:
Tlo$¢ macierzy 3-nilpotentnych:
Tlo$¢ macierzy 4-nilpotentnych:
Iloé¢ elementéw pierécienia My (Zs): | 16
Stopien nil-clean: 2

OO W| | o

Tabela 6: Ilosé¢ elementéow idempotentnych i nilpotent-
nych dla n = 2.

n =2
Procent macierzy idempotentnych: 50%
Procent macierzy 1-nilpotentnych: | 0,0625%
Procent macierzy 2-nilpotentnych: | 0,1875%
Procent macierzy 3-nilpotentnych: 0%
Procent macierzy 4-nilpotentnych: 0%

Tabela 7: Procent elementéw idempotentnych i nilpo-
tentnych dla n = 2.
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n=3
Tloé¢ macierzy idempotentnych: 58
Tloé¢ macierzy 1-nilpotentnych: 1
Tloé¢ macierzy 2-nilpotentnych: 21
Tlo$¢ macierzy 3-nilpotentnych: 42
Tlo$¢ macierzy 4-nilpotentnych: 0
Ilo$¢ elementéw pierdcienia M3(Zz): | 512
Stopien nil-clean: 3

Tabela 8: Ilosé elementow idempotentnych i nilpotent-

nych dla n = 3.

n=3
Procent macierzy idempotentnych: | 0,1133%
Procent macierzy l-nilpotentnych: | 0,002%
Procent macierzy 2-nilpotentnych: | 0,041%
Procent macierzy 3-nilpotentnych: | 0,082%
Procent macierzy 4-nilpotentnych: 0%

Tabela 9: Procent elementéw idempotentnych i nilpo-
tentnych dla n = 3.
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n=4

Iloé¢ macierzy idempotentnych: 802
Iloé¢ macierzy 1-nilpotentnych: 1
Ilo$¢ macierzy 2-nilpotentnych: 315
Tlo$¢ macierzy 3-nilpotentnych: 1 260
Tlo$¢ macierzy 4-nilpotentnych: 2 520
Iloé¢ elementéw pierscienia My(Zz): | 65 536
Stopien nil-clean: 4

Tabela 10: Ilo$¢ elementéw idempotentnych i nilpotent-
nych dla n = 4.

n=4
Procent macierzy idempotentnych: | 0,1224%
Procent macierzy 1-nilpotentnych: | 0,00001%
Procent macierzy 2-nilpotentnych: | 0,0048%
Procent macierzy 3-nilpotentnych: | 0,0192%
Procent macierzy 4-nilpotentnych: | 0,0385%

Tabela 11: Procent elementéw idempotentnych i nilpo-
tentnych dla n = 4.

n=>5
Tlo$¢ macierzy idempotentnych: 20 834
Tlos¢ macierzy 1-nilpotentnych: 1
Tloé¢ macierzy 2-nilpotentnych: 6 975
Tloé¢ macierzy 3-nilpotentnych: 104 160
Tloé¢ macierzy 4-nilpotentnych: 312 480
Ilo$¢ elementéw pierécienia Ms(Zz): | 33 554 432
Stopien nil-clean: 3

Tabela 12: Iloéé elementéow idempotentnych i nilpotent-
nych dla n = 5.
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n=>5

Procent macierzy idempotentnych: 0,0006%
Procent macierzy l-nilpotentnych: | 2,98023224e=%%
Procent macierzy 2-nilpotentnych: 0,0002%%
Procent macierzy 3-nilpotentnych: 0,0031
Procent macierzy 4-nilpotentnych: 0,0093%

Tabela 13: Procent elementéw idempotentnych i nilpo-
tentnych dla n = 5.
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Programy

Kod najbardziej wydajnej wersji programu, ktéry przy zadanym n (wymiarze macie-
rzy) oraz k (stopniu nil-clean), wyznacza wszystkie elementy idempotentne
i k-nilpotentne, a nastepnie sprawdza, czy ich sumy tworza caly pierscien M, (Z,),
wyglada nastepujaco:

from itertools import combinations
import numpy as np

import copy

import math

import gc

import sqlite3

#Funkcja *aczy nas z baza danych
#(réwniez tworzy, jesli baza nie istnieje)
def polaczSieZBaza(n,k):

nazwaBazy = "n=" + str(n) +", k=" + str(k) +".db"
conn = sqlite3.connect(nazwaBazy)
¢ = conn.cursor()

return conn, ¢

#Funkcja tworzy potrzebne tabele
#primary KEY odpowiada za niedodawanie powtarzajacych sie elementéw
def stworzTabele(conn, c):
c.execute("""CREATE TABLE IF NOT EXISTS tabelaldem (
Elementy_idempotentne text primary KEY
XD

c.execute("""CREATE TABLE IF NOT EXISTS tabelaNil (
Elementy_nilpotentne text primary KEY
)u nn)

c.execute("""CREATE TABLE IF NOT EXISTS tabelaSum (
Elementy_zsumowane text primary KEY

)u nn)
conn.commit ()

#Funkcja podnosi do kwadratu macierz w postaci kombinacji
#Zwraca kwadrat macierzy oraz kombinacje¢ zamieniong na macierz
def potegujMacierzeWPostaciKombinacji(jedynki, n):

A = [[0 for _ in range(n)] for _ in range(n)]

for ¢ in jedynki:
A[math.floor(c / n)][c % n] =1



B = copy.deepcopy (A)
return np.mod(np.dot(A, B), 2), A

#Funkcja wyznacza macierze idempotentne i1 nilpotentne
#Nastepnie dodaje je do odpowiednich tabel w bazie
def wyznaczMacierzeIdempotentneINilpotentne(n,k,conn,c):
zerowa=[[0 for _ in range(n)] for _ in range(n)]
licznik=0
liczbaldempo=0
liczbalNil=0

#Wyznaczaj kolejno kombinacje i-elementowe
for i in range (0,n*n+1):

comb=[]

tab=range (0,n*n)

comb = combinations(tab,i)

#Dla kazdej kombinacji sprawdzaj, czy macierz jest
#idempotentna i k-nilpotentna,
#a nastepnie dodawaj do odpowiednich tabel
for kombinacja in comb:
licznik+=1
A_spotegowane, A =
potegujMacierzeWPostaciKombinacji(kombinacja,n)

if (np.array_equal (A_spotegowane,A)):
dodaj = [(str(kombinacja)),]
c.execute("INSERT INTO tabelaldem VALUES (7)",
dodaj)
liczbaldempo +=1

if(k==1):
if (np.array_equal(A,zerowa)):
dodaj = [(str(kombinacja)),]
c.execute("INSERT INTO tabelaNil VALUES (?)",
dodaj)
liczbaNil+=1
elif (np.array_equal (A_spotegowane,zerowa)) :
dodaj = [(str(kombinacja)),]
c.execute("INSERT INTO tabelaNil VALUES (?)",
dodaj)
liczbaNil+=1
elif (k>=3):
A_spotegowane =
np.mod(np.dot (A_spotegowane, A), 2)

if (np.array_equal (A_spotegowane,zerowa)) :

58



dodaj = [(str(kombinacja)),]
c.execute("INSERT INTO tabelaNil VALUES (?)",
dodaj)
liczbaNil+=1
elif (k>=4):
A_spotegowane =
np.mod(np.dot (A_spotegowane, A), 2)

if (np.array_equal (A_spotegowane,zerowa)) :
dodaj = [(str(kombinacja)),]
c.execute("INSERT INTO tabelaNil VALUES
(?)",dodaj)
liczbaNil+=1

print("Liczba macierzy znalezionych do tej pory: ", licznik)

print("Liczba macierzy idempotentnych znalezionych do tej
pory: ", liczbaldempo)

print("Liczba macierzy nilpotentnych znalezionych do tej
pory: ", liczbaNil)

conn.commit ()
return liczbaldempo, liczbaNil

#Funkcja sumujgca macierze idempotentne z nilpotentnymi
def sumujMacierze(conn,c):

c.execute("SELECT * FROM tabelaldem")
idem = c.fetchall()

c.execute ("SELECT * FROM tabelaNil")
nil = c.fetchall()

sumaldemINil=[]
for idempotentny in idem:
idempotentny = idempotentny [0]
znaki = [u(u,n)u’n n]
for znak in znaki:
idempotentny = idempotentny.replace(znak,"")
if (idempotentny.endswith(",")):
idempotentny = idempotentny[:-1]
if (len(idempotentny) !=0) :
idempotentny = idempotentny.split(",")
for i in range(0,len(idempotentny)):
idempotentny[i]=int (idempotentny[i])

idempotentny = tuple(idempotentny)

for nilpotentny in nil:



nilpotentny=nilpotentny [0]
znaki = [|I(Il’ll)ll’ll ||:|
for znak in znaki:
nilpotentny = nilpotentny.replace(znak,"")
if (nilpotentny.endswith(",")):
nilpotentny = nilpotentny[:-1]

if (len(nilpotentny) !=0) :
nilpotentny = nilpotentny.split(",")
for k in range(0,len(nilpotentny)):
nilpotentny[k]=int (nilpotentny [k])

nilpotentny = tuple(nilpotentny)
dodaj=0)
if (len(idempotentny)==0) :
dodaj = nilpotentny
elif (len(nilpotentny)==0):
dodaj = idempotentny

else:
temp=[]
i=0
j=0

while ((i<len(idempotentny))and(j<len(nilpotentny))):
if (idempotentny[il<nilpotentny[j]):
temp . append (idempotentny [i])
i+=1
elif (idempotentny[i]l>nilpotentny[j]):
temp.append(nilpotentny[j])
j+=1
else:
i+=1
j+=1

if (i<len(idempotentny)) :
while(i<len(idempotentny)) :
temp . append (idempotentny[i])
i+=1
elif (j<len(nilpotentny)):
while(j<len(nilpotentny)):
temp.append (nilpotentny[j])
j=1
dodaj=tuple(temp)

dodaj = [(str(dodaj)),]
c.execute("INSERT INTO tabelaSum VALUES (?7)", dodaj)

c.execute ("SELECT COUNT(DISTINCT(Elementy_zsumowane))

FROM tabelaSum")
sumaldemINil = c.fetchone()
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print ("Liczba macierzy, ktére powstaty przez sumowanie: ",
sumaIdemINil[0])

conn.commit ()
conn.close()

print ("Witam!")

print("""W Twoich rekach znajduje sie program, ktéry przy zadanym n
(wymiarze macierzy) oraz k (stopniu nil-clean), wyznaczy wszystkie
elementy idempotentne i k-nilpotentne, a nastepnie sprawdzi, czy
ich sumy tworzg caly piers$cied macierzy n x n w Z2.""")

while True:
try:
n = int(input("Podaj n: "))
k = int(input("Podaj k: "))
if n > 0 and k > O:
if k > 4:
print ("""Wprowadzites k>4. Spokojnie, k=4 wystarczy,
dlatego dla przypieszenia obliczen wylicze elementy
nilpotentne do stopnia 4 wigcznie.""")
gc.collect()
print("kacze si¢ z bazg danych...")
conn, ¢ = polaczSieZBaza(n,k)

print ("Tworze potrzebne tabele...")
stworzTabele(conn,c)
print ("Wyznaczam macierze idempotentne i nilpotentne...")

iloscI, iloscN =
wyznaczMacierzeIdempotentneINilpotentne(n,k,conn,c)
gc.collect()

print(ll nn _ _ o
nun )

print("Liczba macierzy idempotentnych: ", iloscI)

print("Liczba macierzy nilpotentnych: ", iloscN)

nn n.n
>

print("Liczba wszytskich macierzy", n,"x",n,
np.power (2, (n*n)))
print (u nn

nn II)
print("Sumuje kazda idempotentna z kazda nilpotentng...")
sumujMacierze(conn,c)

decyzja = input("Wpisz ’q’ i zatwierdZ, by zakoiczy¢,
badZz dowolny przycisk, by kontynuowaé. ")

if decyzja ==’q’:
break
else:
print("n i k musza by¢ liczbami naturalnymi wigkszymi
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od zera.")
except MemoryError:

print ("Komputer ma za mato pamieci.

except ValueError as e:
print(e.stacktrace())
print("Btednie wprowadzone dane.")
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